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SERIES TEMPORELLES

1 Introduction

On observe une dépendance temporelle pour les séries macroéconomique et financieres.
Cette dépendance peut découler de différents phénomenes économiques.

Exemples:
e Investissement;
e Couts d’ajustement;
e Habitudes de consommation.

On observe donc des séries qui sont corrélées dans le temps (autocorrelées).

Objectif:

On va chercher une représentation parcimonieuse de cette dépendance temporelle
pour des fins de prévisions. On va se situer premiérement dans un contexte univarié.

La série sera donc modélisée en fonction de son passé seulement.

2 Présentation des séries temporelles

2.1 Processus stochastique

Un processus stochastique est une séquence de variables aléatoires définies sur un
ensemble . Ces variables aléatoires sont soient univariées ou multivariées et sont
fonction du temps. On va noter un processus stochastique univarié de la fagon

suivante:
Y = (Y;,t = to,t0+1,t0+2,...,1,2,. . .,OO)

et to peut étre égal a —oo.



Une série temporelle est un échantillon observé a différents points ou intervalles

dans le temps noté Yy (w),t =1,...,T on w € .

Exemple:

Y1, Y2, Yr-

Les observations 1,42, - - - , yr sont donc une réalisation d’un processus stochastique

Y:. Voici un exemple d’un processus stochastique:

Exemple

e ~ i0.d(0,0%) t=0,+1,42 +3, -
E(et) =0, E(eier—j) =0 Vj#0.

On peut alors simuler une réalisation de ce processus a ’aide de simulations sur
ordinateur. On aura autant de réalisations que de simulations & partir du processus.
L’espérance mathématique de la variable aléatoire est donnée par la formule
suivante:
00
p = E(Y:) = /OO ye fr. (ye)d(ye)
ou fy,(y:) est la fonction de densité marginale de Y;. Cette espérance correspond

a la moyenne de la fonction de répartition. Un estimateur de cette espérance est

donnée par la moyenne empirique:

1 X
= szt-
t=1

La variance de la variable aléatoire Y; est définie comme étant:
2 > 2
Yor = E (Ve — pe)” = / (yt — )" fri (ye)dye.-

—00

Un estimateur de cette variance est donnée par:

1 T
%ZfZ(yt—ﬂf-
=1



2.2 Fonctions d’autocovariance et d’autocorrélation

Fonctions décrivant la dynamique d’un processus stochastique.

Fonction d’autocovariance:

Y = cov(Yy,Yig) = E[(Y: — E(Yy) (Yir — E(Yi-x))]
v = wvar(Yy)
Yo = cov(Yy, Yig) = E[(Yy — E(Y2)) Ytk — E(Yesr))]
La séquence
Yk k :07:|:17:|:27

est appelée fonction d’autocovariance. Cette fonction mesure la dépendance tem-

porelle de la série.

Inconvénient: Elle n’est pas invariante aux unités de mesure.

Exemple

z¢ = 100y,

On aura que

cov(z¢zpyr) = 10000cov (s, Yirk)

Solution:
Si on divise la fonction d’aucovariances par la variance, 7%, on aura une fonction

invariante aux unités de mesure. On obtiendra ainsi la fonction d’autocorrélation.

=% k=0,+1,42, ..

Yo

On aura que |pg| < 1.



2.3 Processus stochastique stationnaire

Définition 1 Un processus stochastique Y; est stationnaire du second ordre si et

seulement si
1. E(Y;) =m indépendant de t,
2. var(Yy) < oo Vt, et

3. cov(Yy,Yi—k) = vk, Yk et Vt.

Donc, les deux premiers moments sont indépendants de t.

Stationnarité au sens stricte

Définition 2 La loi conjointe de (Y1,Ya,---,Y;) est indépendante de t.

2.4 Opérateurs de retards
On définit un opérateur de retards L de la facon suivante,
Lyt = yt—1.
En particulier, on aura
LPy; = L(Ly;) = Lys—1 = ye—2

et de fagon générale,

L" =y n
Un polyndéme d’ordre p d’opérateurs de retards est défini comme étant:
ap(L) =14+ a1l +al? + -+ + a, LF
Si on a deux polynémes de retards tels que
B, (L)Wy(L) = 1

On dira que ¥, (L) est I'inverse de ®,(L), c.a.d. que



Etudions I'inversion de (1— AL). L’application définie par (1— AL) est inversible
si et seulement si |A\| # 1. Examinons les différents cas. Pour le cas ou |A| < 1,

inverse de (1 — AL) notée par (1 — AL)™! est Yo% AL’ puisque
Y NL(1-M) =L =1.
=0
Ainsi,
(L=AL) "y =Y NLy=> Ny
=0 =0
Dans le cas ot |A\| > 1. On a la relation suivante:
Lo
1-AL=-)L 1_XL .

La premiere partie du terme de droite est inversible et est donnée par —%L‘l.
La deuxieme partie du terme de droite est également inversible et est donnée par

32 % L™t On a alors,

i=0 N
(1-AL) 1= ~ L f: L) = iA—iL—i
AL £ \i ; '
Ainsi,
(1=AL) 'y = — Z ALy = — Z Ayt
i=1 i=1

Le terme de droite est donc fonction des valeurs futures de y;. Dans le cas ot |A| = 1,

Papplication (1 — AL) n’est pas inversible.
2.5 Définitions de bruits blancs
Nous allons ici définir différents types de bruit blancs.

Définition 3 {e;,t € Z} est un bruit blanc faible, lorsque cette suite de variables

aléatoires est de moyenne nulle, homoscédastique et non corrélées. Ainsi,

EL(Et/Et_l, €t—2, .. ) =0
E(e) = o



Ici, Popérateur E'L(-) signifie 'espérance conditionnelle linéaire. On va montrer que
la condition EL(e;/€;—1,€t—2,...) = 0 implique que E(e;_re;) = 0 pour tout k& > 0.
Par la loi des projections itérées (voir JH p. 100 et 742):

E(ﬁt—kﬁt) =F [EL (et_ket/et_l, €t—2, .. )] .

Puisque ¢;_j, fait partie de ’ensemble d’information pour I’espérance conditionnelle,

on peut donc faire passer 'opérateur espérance. Ainsi,
E [EL (et—kft/ft—l’ €t—92, .. )] = EGt_k [EL (ét/ét_l, €t—92, .. )] .

L’espérance conditionnelle linéaire étant égale & zéro par la Définition 3, on a alors

directement que E(e;—xe;) = 0. Ceci est vrai pour tout k& > 0.

Définition 4 {e;,t € Z} est un bruit blanc conditionnel, lorsque:

EL(Gt/thl, €t—92, .. ) =0

Ver/€t—1,€t—2,...) =2

Définition 5 {e;,t € Z} est un bruit blanc fort si elle est une suite de variables
aléatoires indépendantes identiquement distribuées (i.i.d.) centrée a zéro dont les

moments du second ordre existent.

Définition 6 {e;,t € Z} est un bruit blanc gaussien si cette variable aléatoire suit

une loi normale centrée a zéro.
Définition 7 {e,t € Z} est une différence de Martingale, lorsque:

E(Gt/Gt_l, €t—92, .. ) =0

2.6 Processus autorégressif (AR)

Pour simplifier les notations, on confondra par la suite ’écriture du processus et de

sa réalisation.



Définition 8 On appelle processus autorégressif d’ordre p, un processus stationnaire

Y; vérifiant une relation du type
Yi=p+oYi 1 +oY ot + Y p+e

ot € est un bruit blanc faible.

Exemple: processus AR(1) centré & zéro
Yi=¢1Yi1+ et
On va étudier la fonction d’autocovariance de ce processus AR(1)

7 = EiY)
E(Y:Y;) = ¢E(YiYi 1)+ E(Yier)

On cherche
E(Yier) = ¢ E(Yi—1e)+ E(eier)
T Hg_/

E(Y;Y;1) = ¢E(Y;_1Yi1) + E(eYi-1)
no=

On substitut

Yo = ¢y +o?

et on obtient I’expression pour la variance

Yo = ¢+ oz
2

UE
0 = —_—
RS
On cherche maintenant & caractériser completement la fonction d’autocovariance.

Ainsi, pour I'autocovariance d’ordre 1, on a

M = EWYio1) = 0E(Yi1Yio1) + E(erYiq)
—_——

=0



0.2

¢7(0) = ¢(1_7€¢2)~

Pour 'autocovariance d’ordre 2,

vo = EWYYi—2) =¢E(Y;1Yi—2) + E(e1Yi—2)
—_———

Et de fagon générale:

Est-ce un processus stationnaire?

On va vérifier les 3 conditions:

1. On peut le montrer de fagon récursive. On a alors que
t .
i = ¢'(Y0)+ ) ¢ E(e).
i=1
Pour |¢| < 1 et t assez grand, on aura que E(y;) = 0, puisque E(g;) =0V i.

0_2
U(I'f’(}/;j) = (1_#2) = |¢| <1

o2

_ .k 5

Les trois conditions sont vérifiées si |¢| < 1.

Etude d’un processus AR(2)

On a donc le processus AR(2) suivant:

Yi=p+d1Yio1 + p2Ye o+ &4



Si Y; est stationnaire d’ordre deux, la moyenne non conditionnelle de Y; sera

E(Y;) = p+¢1E(Yi1)+¢sE(Yios) + E(e)

E(Y;) = p+dnEY)+ E(Y;)+ E(ey)
Y
1—¢1— 2

Pour calculer la fonction d’autocorrélation, nous allons centrer le processus:

H T
Yo T e~ M 10— o Y- Y,
R S H 1_¢1_¢2+¢1t1+¢2t2+5t
H p(l— 1 — d2) — i
RO i1+ ¢oVi
' 1_¢1_¢)2 1—¢1—¢2 +¢1t1+¢2t2+5t

M I3 I3
Yi—-——— = ¢1<Y1—>+¢>2<Y2—>+€
11— 6 ! 1—¢1—¢2 ! 1—¢1—¢2 !

On cherche maintenant la variance du processus centré f/} =Y, — 1_(;;7_(252

E(Y,Y)) = EWiYi1¢1) + E(YiYi—262) + E(e,Yy)

Yo = ¢+ ¢y +o0°
On a pour k > 1,

e = EYiiYy) = ¢ E(YigYio1) + 0B (Yi1Yi—2) + E(Yi_ger)

= O1Vk—1+ P2Vk—2
On divise par g, on obtient
Pk = Q1Pk—1 + P2pk—2
puisque p; = p_1 et pg =1, on a pour k =1

p1 = @1+ Pap1
®1

(1—¢2)

Pour k£ = 2,

p2 = ¢1p1+ P2
2

_ 1
 (1—¢2) + 2

10



Maintenant, on peut réécrire pour k = 0,

Yo = ¢1p170 + Papayo + 2.

En substituant pour les valeurs obtenues de p; et p2, on obtient:

[ ¢ Do
W= 06 T T )

que l'on peut réécrire comme étant:

+#3| 0 + o2

(1= ¢o)o?
L+ ¢o) [(1— ¢2)? — ¢3]

’Yo=(

Etudions maintenant la stationnarité du processus centré:

Yi—pVii— Vi = &
(1=¢1L—2L?)Y; = &
(1—-ML)(1—=XL)Y; = &
De fagon similaire au processus AR(1), le processus AR(2) sera stationnaire si |A;| <

1 pour ¢ = 1 et 2 (voir Hamilton, chap. 1). On cherche la valeur de A\; et Ay en

fonction des parametres ¢ et ¢o. On développe ’expression
1= +X)L+Ml?)Y, = &
= M+ = ¢

A2 = —¢o

On peut réécrire les relations plus haut en substituant L par z. Ainsi,
(1 — ¢1Z — (Z)QZQ) = (1 — )\12) (1 — )\22) .

Cette substitution nous permettra de se demander pour quelles valeurs de z I’expression
de droite sera égale a zéro. On ne peut poser cette question pour la formulation avec
L puisque L est un opérateur et non un nombre. Pour que I’égalité entre le coté
droit et le coté gauche soit respectée, les deux fonctions doivent donner la méme

valeur peu importe la valeur prise par z. En particulier, en posant soit z = )\1_1 ou

11



z2= Ay ! le terme de droite est égal a zéro. Donc, si on trouve une valeur de z telle
que le terme de droite est égal a zéro, cette valeur devrait donner I’égalité a zéro du

terme de gauche. Les valeurs de z donnant un terme de gauche a zéro,
(1 - <Z>1z - ¢222) =0

sont données par les formules suivantes:!

o= b1+ /5 + 4o
—2¢2 '

et

¢1 — \/PT + 4o
—2¢2 '

En fixant z = 21 ou z = 29, le terme de gauche est égale a zéro et, en prenant

z9 =

z = )\fl ouz = Ay 1 le terme de droite est égal & zéro. Ainsi, on obtient les deux

égalités suivantes:
z1 = )\1_1
zZ9 = )\5 1

On peut obtenir directement les valeurs A\; et Ao. On cherche A1 et Ao comme
solution de ’équation obtenue a ’aide des contraintes entre les coeflicients ¢ et A a

partir de I’égalité:
(1—¢1L — ¢oL?) = (1 — (M + X)L+ )\1/\2L2) )
Cette égalité nous donne les relations suivantes:
AT = M1 — 2 =0
et

23— Aoy — o =0

'Rappel: pour un polynéme d’ordre deux: az® + bx + ¢ = 0, les racines caractéristiques sont:

—bt4/b2—4 —b—1/b2—4
A = % et g = —bvbidac

2 2a

12



Ces équations sont appelées équations caractéristiques. Les solutions en A1 et Ao de

ces équations sont données par les deux expressions suivantes:

A — P11+ /D% + 4o
1= 5 . (1)

et

Ay = ¢1—\/¢%+4¢2' @)

2

Les solutions A1 et Ao sont appelées racines caractéristiques des équations car-
actéristiques. On a donc la stationnarité d’ordre deux d’un processus AR(2) si les
racines sont plus petites que 1. On dira alors que les racines sont a 'intérieur sur cer-
cle unité. Pour I’écriture de ’équation en fonction de z, on aura alors la stationnarité
du second ordre si les racines sont a l'extérieur du cercle unité.

Par les relations (1) et (2), on peut montrer que la condition de stationnarité

implique que i) ¢1 + ¢2 < 1, 1i) 2 — P < 1 et |po| < 1.

De fagon générale, un processus AR(p):
Yi=01Yi 1+ + Y+ et

On peut facilemet montrer que la fonction d’autocovariances d’un processus AR(p)

est donnée par:

Ve = P1Vk—1 + P2Vk—2 + -+ OpYk—p
pour k=1,2,--- et

Yo = G171 + P22 + -+ Dpyp + 0,

pour k£ = 0. En divisant par g, on obtient la fonction d’autocorrélations appelée

également équations de Yule-Walker. Ainsi,

Pk = P1Pk—1 + P2pk—2 + -+ Pppr—p

pour k=1,2,---.

Un processus AR(p) peut étre écrit comme étant
(1 - )\1L)(1 — )\2L) s (1 — )\pL)Y; = &

13



On peut obtenir les équations caractéristiques correspondant & ce processus AR(p).

Ces équations sont données par:
-1 -2
N =N =A== paki+hp = 0.

Ces p équations caractéristiques donnent les p solutions A;. La condition de sta-
tionnarité du second ordre pour un processus AR(p) est la suivante: |\;| < 1 pour
1=1,---,p.

Une condition suffisante pour que |);| < 1 est que >*_ ¢; < 1. Donc pour
assurer la stationnarité du second ordre, la somme des coeflficients autorégressifs
devra étre inférieure a 1.

Si au moins une racine caractéristique est égale a 1 alors Y ©_; ¢; = 1. On dira

que ce procesus AR(p) posseéde au moins une racine unité (unit root).
2.6.1 Estimation d’un processus autorégressif
Supposons le processus AR(1) gaussien suivant:

Yt = C+ QY1 + &

et & is 1.i.d.N(0,02). Le vecteur de parametres & estimer est donc © = (c, ¢, 02)’.
Considérons la premiere observation y;. La moyenne et sa variance marginales

(non conditionnelles) sont données par les expressions suivantes:

Ey) =p= i=9)

et

2
O¢

n ==y

Puisque ¢; est gaussien, alors y; est gaussien. La densité de la premiere obser-

E(yl -

vation est alors donnée par:

_ N e (7t )
VIR o gh) L 2021 3?)

La distribution de la seconde observation conditionnellement & l’observation y;

f(y1;0)

découle du processus AR(1). Ainsi,
Y2 = c+ oy + e

14



Conditionner sur Y7 = y; revient a considérer que la variable aléatoire Y7 est une

constante égale a y;. La moyenne conditionnelle de yo est alors

E(ya|y1) = ¢+ éyn

et la variance conditionnelle de y9 est

E((y2 — (c+ ¢y1)|y1)* = o2

La densité conditionnelle de y2 par rapport a y; s’écrit:
1 —(y2—c—on)°
fy2/y1;0©) = 53 O [ 5 :

La densité conjointe de ys et y; est alors égale a

f(y2,9150) = f(y2ly1;0) * f(y1;0).
De facon générale, la densité conditionnelle de y; par rapport a y;_1 est:

oy 1 — (gt — ¢ — ¢y—1)?
f(yt|yt—17 6) - 27_[_0_3 exp [ 20’? °

La densité conjoint des observations t = 1,--- ,T est alors données par:

Feyr—a,-,y2,0150) = f(y1;© Hf Yelye-15©

La log-vraisemblance est obtenue en prenant le log de ’expression plus haut:

L(©) =log f(y1;© +210gf Yelyi—1; ©).
=2

L’estimateur du maximum de vraisemblance de © est obtenue en maximisant la log-
vraisemblance par rapport & ©. Cet estimateur sera donc solution des conditions du
premier ordre. Le résultat sera obtenu en résolvant un systéme non linéaire. On doit
donc faire appelle a des méthodes d’optimisation numérique (voir Hamilton chap.
5).

Une alternative simple au maximum de vraisemblance exact consiste a considérer
la valeur observée y; comme étant déterministe et de maximiser la vraisemblance

conditionnelle par rapport a cette observation. La densité conjointe est alors:

T
Flyr,yr—v,-+ 5 y2ly;0) = [ [ Fwilye-1;©
=2

15



L’estimateur de la log-vraisemblance conditionnelle est obtenue en maximisant le
log de la densité conjointe par rapport & ©. On peut facilement montrer que cette
estimateur correspond a ’estimateur des moindres carrés ordinaires. Cet estimateur
est donc tres simple a obtenir comparativement a l’estimateur du maximum de
vraisemblance exact. De plus, si la taille de I’échantillon est grande, la premiere
observation joue un role négligeable.

Si le terme d’erreur € n’est pas gaussien, l'estimateur du maximum de vraisem-
blance conditionnelle sera quand méme convergent. Un estimateur convergent obtenue
a partir d’une vraisemblance mal spécifiée est appelée estimateur du pseudo-maximum
de vraisemblance. Les écart-types ne doivent pas étre calculés de la méme fagon.

Examinons l'estimateur des moindres carrés ordinaires pour un processus AR(p).

On a une réalisation d’un processus AR(p)

Y1,Y2,Y3, -, Yyr
qu’on modélise comme étant:
Yt = P1yt—1+ P2y + -+ Gpyr—p + &1

ou en notation matricielle,

Y=X¢p+¢
ou
Y:(yp-‘rlv"' 7yT)7 62(5p+17"' )5T)
Yp Yp—1 - U1
X — Yp+1 Yp Yp—1
| Yr-1 Yr-2 - YT—p |
et ¢ = (é1,02, - ,¢p,)'. On peut estimer ce processus par les moindres carrés

linéaires (m.c.0.). L’estimateur des m.c.o. est défini comme étant:

b= (X'X)"'XY.

16



On peut montrer que cet estimateur est convergent et assymptotiquement normal
pour un processus AR(p).

Cependant, en petit échantillon, 6 sera biaisé. On a que

(X'X)IX'Y

-
|

(X'X)1X'X0+ X'e

<>
|

p—¢ = (X'X)'Xe.

En présence d’'une variable endogeéne retardée (ce qui est le cas pour les processus
autorégressif), la matrice X' X est corrélée avec le vecteur X'e. De fagon assympto-
tique

plim ¢ = plim ¢ + plim (X' X)) tplim (X'e)

——
=0

théoreme de Slutsky
ou plim signifie la probabilité limite, ’estimateur est donc convergent.

Par le théoreme central limite, on peur montrer que

VT($— ¢) =5 N(0, %)

ol -~ _
7o YoooY2 o Yp-1
71 Yo M Vp—2
= ' 770 '
| V-1 V-2 0 0
et

. X'x\ !
- ()

(Y — X0) (Y — X0)
T—p

A2 _
o; =
Le processus AR(p) peut avoir également une moyenne qui n’est pas centrée a zéro.

Y = CcHPr1y—1+ -+ Gpyr—p + et

E(y) = p= 1_¢1_C._‘_¢p

17



2.6.2 Autocorrélation partielle

Le coefficient d’autocorrélation partielle ¢p; est défini comme étant égal au coeffi-

cient de corrélation linéaire entre
ye — E/vi—1, 0 Y—ky1)
et
Yk — EW—r/v—1:" " Yt—k+1)-
Le coefficient ¢y, mesure donc la relation entre y; et y;_; une fois enlevés les liens
transitant par les variables intermédiaires yt—1, - , Yr—k+1 -
On obtient le coefficient ¢y, en effectuant la régression de y; sur des valeurs passées
jusqu’a y;_k. Ainsi
Yt = b+ P1kYt—1 + GakYr—2 + - + QrklYi—k + €t
Pour un processus AR(p), on aura
ok # 0 st k<p
= 0si k>p

On peut obtenir les coefficients d’autocorrélation partielle a partir des coeflicients

d’autocorrélation a partir des formules suivantes:

11 = p1
~ (p2—pd)
S

et
b = pr— SN bk 1ok
(1= 5 6r-1,05)

pour k = 3,4, -+ et ¢k = Q-1 — PrkPr—1k—j pour j =1,2,... k-1

2.7 Processus moyennes mobiles

Définition 9 On appelle processus moyenne mobile d’ordre ¢ un processus y; définie
par

Yr = P+ ¢+ g1 + 042+ -+ 04e1—4

ot ¢ est un bruit blanc faible.
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Exemple: Processus MA(1) centré a zéro,
yr = et + O1e

Dérivons maintenant la fonction d’autocovariance d’un processus MA(1).

Y0 = E(yyr) = El(er+ 01ei-1)(er + O16¢-1)]
= (1+67)0?
M =E(yyi—1) = FEl(et+ bie—1)(et—1 + O161—2)]

_ 2
= 0i0;

Yo = E(yyi—2) = E[(e¢ + brei—1)(et—2 + b154-3)]
=0
Ve = E(yyi—r) = 0 k>2.

La dépendance temporelle du processus est donc limitée & ’ordre de ce processus.
Est-ce un processus stationnaire?
On vérifie les 3 conditions:

1. E(yt) = E(e’ft + 01575—1) =0 Vt
2. var(y;) = (1 +62)0? < oo Vt

3. cov(yyi—1) = 6102 dépend de k seulement

Donc, peu importe la valeur de 61, ce processus est stationnaire.

Comparaison d’un processus AR avec un processus MA

Prenons un processus AR(1)

Yt = QY1+ &t
(1-9L)y: = &
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Si ce processus est stationnaire du second ordre (|¢| < 1), alors on peut le récrire

sous forme d’une moyenne mobile

[e.e] o
y=Y ¢'Lle=> ey
i=0 i=0

Implication: Un processus AR stationnaire du second ordre a une représentation
moyenne mobile infinie. La dépendance temporelle est plus longue que pour un
processus MA(1). De la méme fagon, on peut inverser le processus MA pour obtenir
une représentation autorégressive. Dans le cas ou le parametre MA (1) est plus petit
que 1 en valeur absolue, alors le bruit blanc faible & la période T peut étre réécrit

comme une fonction infinie des retards de y;. Ainsi,

yr = er+0iei1
o0

& = Z(—el)lyt—r
i=0

2.7.1 Détermination de ’ordre ¢ du processus MA

Pour un processus MA(q), la fonction d’autocovariance est donnée

o Z?;(’f 0;0;1r pour k=0,1,--- ¢
Tk =
0 pour k>gq

et la fonction d’autocorrélation par

ST 00,4k
W pour k=0,1,---,q

1=0 "%

Pk =
0 pour k >gq
En examinant la fonction d’autocovariance, on déduit qu'un processus moyennes
mobiles d’ordre fini est un processus stationnaire du second ordre. Sa variance est
finie et les autocovariances ne dépendent pas de ¢ mais de k.

On peut estimer py de la fagon suivante:

~

~ Tk
pP= =
0
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ou

| Tk
T = fZ(yt—?)(ka—??)
t=1
et
1z
y = thlyt

et pr, — N(Oa %)

2.7.2 Estimation d’un processus MA(q)

On a vu que estimation d’un processus AR(p) était beaucoup plus simple si on
considérait une vraisemblance conditionnelle aux valeurs initiales. Le maximum
de vraisemblance conditionnelle correspond alors aux moindres carrés ordinaires.
De la méme facon, I'estimation de processus moyennes mobiles est plus simple en
considérant une vraisemblance conditionnelle aux valeurs initiales €.

Examinons dans un premier temps un processus MA(1)
Yi=p+e+ 051

et &4 est i.i.d.N(0,02). Le vecteur de parametres & estimer est © = (u,002)". Si la

valeur de ¢;_1 est connu avec certitude alors
Yiler—1 ~ N ((n+ 9615—1)703)

ce qui donne la densité conditionnelle

—(yp — 1 — Oes_1)?
exp (yt % &t 1)

1
\/2mo? 202

On va supposer que €9 = 0 est connu. Alors,

f(yt|6t71;@) =

Y1’€0 = MU~ N (0?052)
Etant donné I'observation y1, la valeur de €1 est alors connue et est égale a
€L =UY1 — K
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Connaissant €1, on peut alors écrire la densité conditionnelle de s,

1 —(y2 — p — 0e1)?
,60;0) = ——ex
f(y2|y1 0 ) \/@ p 20_?

Puisque que €1 est connu, on peut calculer €2 comme étant:

g2 = Y2 — p — Oe1.

En poursuivant cette procédure, pour une valeur donnée gy = 0, la suite {1, 2, -+ ,er}

peut étre obtenue en itérant sur I’expression suivante:
ee=yr—p— 01

pourt=1,2,--- ;T et ¢g = 0.

On peut alors écrire la densité conditionnelle de I'observation ¢t comme étant:

1 —&?
FWlyi—1,60 = 0;0) = f(yeler—1;0) = 270 exp [203] ,

OU Yt—1 = Yt—1,Yt—2," " , Y1
La vraisemblance est donnée par la densité conjointe des observations que sera
égale au produit des densités conditionnelles:

T

Flyryr—1,- -+ ,y1leo = 0;0) = f(yrleo = 0;0) [ [ £ Welypr—1,20 = 0;0).
t=2

La log-vraisemblance conditionnelle est alors donnée par:

T
T T 5 €2
L(G) = log f(yTvyT—lv to 7y1|50 = Oa 6) =5 10g(27’(‘) 5 lOg(O'a) - Z 7752
2 2 = 20
Meéme si les itérations effectuées pour obtenir les termes ; sont simples, I’estimateur
obtenue est une fonction non linéaire compliquée. On doit donc avoir recours a des
routines d’optimisation numérique. Ceci est d’autant plus vrai pour un processus

MA(q). On peut remarquer que les itérations pour obtenir £; & partie de la valeur

initiale g nous donneront I’expression suivante pour &;

ee=(y—p) = 0(y—1 — ) + W2 — p) — - (1) 10" (g1 — p) + (—1)"0"e.

Si |0] est substantiellement plus petit que l'unité, leffet de la valeur initiale gg

devient rapidement négligeable dans le calcul de la log-vraisemblance conditionnelle.
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Cette log-vraisemblance conditionnelle sera alors une bonne approximation en grand
échantillon de la log-vraisemblance exacte. Si |#| > 1, ce n’est plus le cas. On peut
obtenir un estimateur & partir de la vraisemblance exacte par le filtre de Kalman.

Il est également important de noter que I'estimateur obtenue a 'aide de la log-
vraisemblance conditionnelles correspond & l’estimateur des moindres carrés non
linéaires. Cet estimateur est convergent méme si le terme d’erreur n’est pas gaussien.
2.8 Modeles ARMA (p,q) et ARIMA (p,d,q)
2.8.1 Modele ARMA (p,q)
Définition 10 Un processus stationnaire y, admet une représentation ARMA (p,q)
minimale s’il satisfait

Yt — O1Yt—1— — OplYt—p = ppt et g1+ + 04514

ot €; est un bruit blanc faible.

Exemple: un processus ARMA(1,1) centré a zéro

Yt — O1Yi—1 = €1 + O164—1.

On peut montrer que la fonction d’autocovariance est donnée par:

(1462 + 2¢191)02

var(y) = v =
(1-¢?)
cov(Yyi—1) = o170 + ‘91‘73
cov(Yeyi—r) = P1ye—1 k>2.

En divisant ces expressions par la variance 7y, on obtient la fonction d’autocorrélation
pr- La fonction d’autocorrélation et la fonction d’autocorrélation partielle d’un pro-
cessus ARMA (1,1) décroit de fagon géométrique. De plus, on voit bien a partir de

Pexpression de la variance que ce processus est stationnaire d’ordre deux si |¢| < 1.
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2.9 Modele ARIMA (p,d,q)

Définition 11 Un processus stationnaire y; admet une représentation ARIMA (p,q)
minimale s’il satisfait

$p(L)(1 — L)yr = 04(L)et

ot €; est un bruit blanc et d est l'ordre de différenciation.
Exemple: un processus ARIMA(1,1,1) centré a zéro.
Ayr — p1Ayr—1 = et + 01601

on A= (1-1L).

Les fonctions d’autocovariance et d’autocorrélation partielles de la variable en

différence (Ay;) sont les mémes que pour un processus ARMA(1,1).

3 Approche de Box-Jenkins

L’approche de Box-Jenkins est une procédure en trois étapes pour obtenir la représentation

ARMA pour série observée.

e Identification: On identifie a ’aide des fonctions d’autocorrélation et d’autocorrélation
partielle un processus ARMA plausible. On différencie si nécessaire. Les guides
pour le choix de p et de q sont essentiellement les formes des estimations de
fonctions d’autocorrélation py et d’autocorrélation partielle 7 de la série sta-

tionnaire.

Pour juger si les g et les 7 sont significativement différents de zéro, il faut
calculer leur écart-type. On peut démontrer que pour un MA(q), on a pour

tout k > ¢:

1
Vipk) =~ T

1+2 zq: p2(i)] .
i=1

On peut donc prendre comme estimation de I’écart-type:

q 1/2
14+2)° ;3%’)] .
=1

5[l = —=
ol =
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Pour identifier I'ordre ¢ d’un processus moyenne mobile, on peut représenter
la suite des autocorrélations estimées py et regarder a partir de quelle valeur

de k tous les g restent dans l'intervalle

1.96 . R R
= (1 + 200 +p5+... + pry

1/2

De méme, en utilisant un résultat de Quenouille (1949), on peut prendre %
comme écart-type approximatif de 7 pour k > p, si le processus est un AR(p).
Ainsi, pour identifier I’ordre p d’un processus autorégressif, on peut représenter
la suite des autocorrélations partielles estimées 7x et examiner a partir de

quelle valeur elle reste dans la bande

[ 1.96 1.96]
VT VT |
Il existe également des estimareurs de la variance qui dépendent de la série

observée. Nous verrons ces estimateurs plus tard dans le cours.

Estimation: une fois la représentation identifiée, on estime le modele. Pour
un processus AR(p), on estime par les moindres carrés ordinaires. Pour un
processus MA ou ARMA, on procede par maximum de vraissemblance ou

moindres carrées non linéaires.

Validation: Essentiellement, on vérifie si les résidus sont caractérisés par un
bruit blanc. Est-ce que les résidus possedent encore une certaine dépendance
temporelle? Pour ce faire, on examine les fonctions d’autocorrélation et d’autocorrélation

partielle des résidus. On effectue également un test appelé test ”portmanteau”.

Test ” Portmanteau”
Ce test a été proposé par Box-Pierce (1970). Son nom, qui en anglais signifie
“fourre-tout”, fait référence a son aspect global. L’hypothese nulle considérée

est:

HQ : p1:p2:...=p[(:0
Hy @ 3dpp#0, i=1,....K
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La statistique du test (Q-stat) est définie comme étant:

K
0 L
QN =T pi 5 XK —p—q)
k=1

On peut montrer que sous ’hypothese d’indépendance des g, la statistique
Q¥ suit asymptotiquement une loi du x? & K — p — ¢ degrés de liberté. Les
propriétés a distance finie de Q¥ sont assez différentes des propriétés asymp-
totique, et ce, méme pour 7T relativement grand. Une modification de la statis-

tique a été proposée et elle est donnée par:

K

QN =T(T+2))

k=1

I o1 o
K—p—q).
T 5Pk o X (K —p—q)
Le nombre K doit étre choisi relativement élevé, on le prend habituellement

dans la zone de 15-30.

Si les résidus sont toujours autocorrélés, alors on recommence a partir de la

premiere étape jusqu’a obtenir des résidus qui correspondent a un bruit blanc.

3.1 Approches alternatives

Une approche introduite par Akaike (1969) consiste a supposer que les modeles
ARMA (p,q) fournissent des approximations de la réalité et que la vraie loi inconnue
des observations ne satisfait pas forcément un tel modele. On peut alors fonder
le choix du modele sur une mesure de proximité entre la vraie loi inconnue et le
modele proposé. La mesure habituellement retenue est la quantité d’information
de Kullback. Soit fo(Y) la densité inconnue des observations, {f(Y), f € F, 4} la
famille de densité correspondant au modele ARMA(p,q), I'écart entre la vraie loi et

le modele est mesurée par:

I(fo, Fpq) = fmin long(Y)fo(Y)dY.

€fpq f(Y)

Cette quantité est toujours positive ou ne s’annule que si la vraie loi fy appar-
tient & la famille de loi F}, ;. La valeur de la quantitié d’information I (fo, F}, 4) est
évidemment inconnue, mais si on dispose d’un estimateur I (fo, Fpq) avec de bonnes
propriétés, il sera possible de I'utiliser comme critére. On retiendra alors le modele

F,, conduisant  la plus petite valeur de I'estimation I (fo; F).q).
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Les estimateurs de la quantité d’information qui ont été proposé sont:
e Akaike (AIC): Ing2 + 2250

e Schwartz baysien criterion (BIC): Iné2 + 2(p + q)%,

e HQ: In(6%) + (p+ q)c2BL ot c > 2.

Le premier de ces criteres introduit par Akaiki (1969) est de loin le plus utilisé.
Le critére BIC a été proposé en particulier dans Akaike (1977) ou Schwarz (1978)
et la troisieme méthode a été introduite par Hannan-Quinn (1979). Cependant, les
les estimations de p et de g déduites des deux derniers criteres sont convergentes et
conduisent a une sélection asymptotiquement correcte du modele. Le premier critere

choisira de fagon correcte le modele ou un modele qui englobe le vrai modéle.

3.2 Prévision
3.2.1 Principes généraux de prévision

On va supposer que l'on s’intéresse a la prévision de la valeur d’une variable aléatoire
Yi41 a partir d'un ensemble d’information contenant les variables X; observées
jusqu’a la date t. Par exemple, I’ensemble d’observations X; peut contenir les re-
tards de la variable Y;. On va noter la prévision de Y;41 par rapport a I’ensemble
d’information X; comme étant Y; ;.

Pour évaluer la qualité d’une prévision, nous avons besoin d’une métrique, en
d’autres mots, d’une fonction de perte. Nous allons utiliser une fonction quadratique.

On cherche donc la prévision qui minimise
E[Yii1 — Vi)
t+1 t+1)tl

Cette expression correspond a l’ecart quadratique moyen (“mean squared errors” en
anglais), que nous noterons EQM.

On va montrer que la prévision avec I’écart quadratique moyen minimal est
donnée par ’espérance conditionnelle de Y;41 par rapport a ’ensemble d’information

th
Yipipe = E[Yia] Xl
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Preuve:
Pour vérifier que c’est effectivement le cas, nous allons considérer toute fonction
9(X}) autre que 'espérance conditionnelle. Pour cette fonction quelconque, 'EQM

est:

ElYi1 —g(X)) = E[in — E(Yin|Xy) + E(Yin|Xy) — g(X0))?
= EYir1 — BV | X)) + 2E ([Yig1 — E(Yerr| X0)|[E(Yein]| X)) — 9(X4)])
+E[E(Yi41]X:) — g(X0)]*.

Posons pour le terme du centre:

Eniir = E([Yig1 — BE(Yia| Xo)|[[E (Y| Xe) — g(Xe)]) -

Considérons ’espérance conditionnelle de 71 par rapport a I’ensemble d’information
X;. Par rapport a cette ensemble d’information, les termes E(Y;+1|X;) et g(X;) sont

connus, on peut donc les sortir de 'opérateur et écrire:

Bl Xe] = [E(Yer1|Xe) — 9(X)IE ([Yerr — E(Yea| Xe)][ X2)
= [B(Yi1|Xt) —9(Xy)] x0=0

Par une application directe de la loi des projections itérées, on obtient donc
Elnea] = Ex, (Elmn41|X4])) = 0.
L’EQM est donc égal a
ElYin1 —9(X))? = BV — BV |Xo)]? + E[E(Yisa|Xe) — 9(X0))*.

Le deuxieme terme a droite est nécessairement supérieur ou égal a zéro impliquant
ainsi que 'EQM de l'espérance conditionnelle, donné par le premier terme a droite,
est nécessairement plus petit ou égal & 'EQM de g(X;). La prévision basée sur une
fonction de 'ensemble d’information X; qui minimise 'EQM est donc l'espérance
conditionnelle F(Y;41]|X%).

On va maintenant se restreindre aux prévisions linéaires. Ainsi,
/
E[Y;+1|Xt] = Xt.
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Afin d’exploiter ’ensemble d’information X¢, on cherchera une valeur du vecteur «

telle que erreur de prévision ne soit pas corrélée avec I’ensemble d’information Xy,
E[(Yir1 — o/ Xy)X{] = 0. (3)

Si les conditions d’orthogonalité (3) sont respectées, alors o/ Xy est appeleé la pro-
jection linéaire de Y;11 sur X;. On va montrer que cette projection linéaire donne
I’écart quadratique minimum parmi les fonctions de prévisions linéaires.
Preuve

Prenons une fonction linéaire arbitraire ¢’ X;. L’écart quadratique moyen pour

cette fonction arbitraire est donné par:

ElYi1 — ¢ Xi> = EYi— o' Xi+d Xy — g/ Xy)?
= BV — o/ X))? + 2B (Vg1 — o/ X[/ Xy — ¢ X4))
+E[o Xy — ¢ X2

Examinons le terme du centre:
E ([Yir1 — X[/ Xy — ¢’ Xi]) = (E[Yi1 — o/ Xi] X}) [ — g] = 0'[a — g],
par les conditions d’orthogonalité (3). L’écart quadratique moyen est donc égal a:
ElYi41 — ¢ X)) = ElYi1 — o/ X + Eld' X, — ¢ X}]2.

On voit bien que pour tout vecteur g différent de «, I’écart quadratique moyen est
supérieur & celui obtenu avec le vecteur a. La projection linéaire o/ X; est donc
la fonction linéaire que minimise ’écart quadratique moyen. Il est important de
noter que 'EQM de la projection linéaire est toujours supérieur ou égal a 'EQM de
I’espérance conditionnelle.

Les représentations ARMA sont souvent utiliSees pour effectuer de la prévision
basée sur des fonctions linéaires. L’objectif est donc de minimiser 1’écart quadratique
moyen de la prévision a partir du processus ARMA retenu. Pour un horizon de

prévision h, on minimise donc ’expression suivante:
. 2
+h — Y+
E [(yt h = Jt+h) ]
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ou F; est I'espérance mathématique au temps ¢, donc incluant I'information jusqu’en
t, et §rop est la prévision linéaire de y; 5, conditionnelle a cet ensemble d’information.

La prévision optimale selon ce critere sera
Je+h = Et [Yr+n]
Prenons, par exemple, un processus AR(1), on a donc
Ye=p+ oY1+ e

Pour un horizon h = 1, la prévision sera

Ewyir = Eylp+ oy +er]
= p+ oy
puisque Ej[ei+1] = 0.

L’erreur quadratique moyenne sera

Eyr1 — Eri1)? = Eilyeer — p— oy’

2 2
Eletn]” = ot
Pour un horizon h = 2, on aura

Ewyrra = Eilp+ dyer1 + €42
= p+ ¢E(yt+1) + Er(err2)
= p+o[u+ oy
= p+op+ oy

L’erreur quadratique moyenne sera:

2
Elyit2 — Biyyo)® = E (Y42 — 1 — b — ¢yt

alors

2
Elyi2 — Bpso)® = E[p+ oyt + e — 1 — dp — ¢y
= E[p(yr1 — b — dyr) + 42

= El[pert1 + o)’ = [1+¢%] o2
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De fagon générale, la prévision optimale pour un horizon h sera

Ewyirn = Eilp+ oyirn—1+ctqnl
= (1400 ut oty

et l'erreur quadratique moyenne sera
2
E [¢h_15t+1 + 6" Pepa o+ 5t+h} = [1 +¢*+ ot -+ ¢2(h_1)} aZ.

Si h — oo, alors

Eiyin = ﬁ

qui correspond & la moyenne non conditionnelle, et

0_2

E(yirn — Bryern)® = =4

qui correspond a la variance non conditionnelle de ;.
Prenons maintenant un processus MA(1). On a donc
Yi=p+e+ 01

Pour un horizon h = 1, la prévision sera

Eiyii Ei [p+ 441 + Og4]

= u+ 0e; puisque FEiepq =0
L’erreur quadratique moyenne est donnée par

Eyr1 — Ep1)]? = Elu+em + 05 — p— 02)

= Eer)’ =02
Pour h = 2, la prévision optimale est
Ewrro = Eplp+ea+0ciq1] =1

qui correspond a la moyenne non conditionnelle et ’erreur quadratique moyenne est

Eire — Erye)? = Elp+eo +0eiy1 — p)?
= Elegyo+ 95t+1]2 = [1 + 92] 052
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Pour h > 2,
Byn =p et Elyn — Eyn]? = [1+6%] o2

Examinons maintenant un processus ARMA(1,1). On a donc

Yo =+ Oyi—1 + e + 01

Pour h =1, la prévision optimale est

E(yir1) = Eilp+ ¢y +eeq1 + 0y
= pu+ oy + 0O puisque

Eir11=0
et l'erreur quadratique moyenne est

Eyer1— By = Elgsr — p— oye — 0=)
= FElu+ oy +ep41 + 0t — oy — 9@]2

2
= Elewn]’ = o2
Pour un horizon h = 2, la prévision optimale est

Ei(yir2) = Eilp+ oyir1 + erqo + 0211
= p+oEwi1 = p+ ¢ [p+ oy + Ocy]
= [p+ dp+ ¢y + ¢be]

L’erreur quadratique moyenne est

2
E Yo — Byria]” = B[+ ¢yes1 + cepo + 0eis1 — o — b — ¢°yr — ¢ey]

= Eu+ ¢y — b — dyr — Ozi] + erqo + Ozp41 — 1)
= E[perr1 + v + Oei11]?
= [1+(¢+0)*] o2
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Pour h = 3, la prévision optimale est

Ei(yi43) = Eilp+ dyipo + €43 + er42]
= U+ Edyiro = p+ op+ *p+ Py + ¢°0ey
2
P = E[p+ e +eme — pn— du— o — ¢y — ¢20e]

= Elp+¢yir2 — Eryrqa] + 143 + 012 — M]Q

E [Yi+3 — Exyeqs

= E[p[pert1 + 2 + Oeip1] + 3 + 95t+2]2
= [L+(¢+0)2+ (6* + ¢0)?]" o2

On construit l'intervalle de confiance de la prévision a un horizon h comme étant:
Uprn £ 1.96 X (erreur quadratique moyenne)l/ 2

pour un intervalle & 95%.
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4 Processus univariés non stationnaires

La plupart des séries macroéconomiques et financiéres ne sont pas stationnaires. La

moyenne et la variance ne sont pas indépendantes de t.

4.1 Processus particuliers

4.1.1 Marche aléatoire

Yt = Yt—1 T &

Ce processus correspond a un processus AR(1) avec un coefficient égal a 1.
On ne peut prédire les variations de y;, c.a.d. Ay, =y — yp—1.

On va étudier ce processus. Réecrivons ce processus:

Yt = Yt—1+¢&¢
= Yi—2teE—1+ &t

= Y3 +teE—2+E-1+ ¢

t—1
Yyt = Yo+ Z Et—g
i=0

Les chocs ne s’estompent pas dans le temps. On dit que les chocs sont permanents.

Pour un processus AR(1) stationnaire (|¢| < 1), on a que

t—1

ye = ¢'yo + Z ¢leri.
i=0

Contrairement a la marche aléatoire, I'effet des chocs s’estompent dans le temps
puisque ¢° tend vers zéro, pour |¢| < 1, lorsque i tend vers I'infini. On dira que les
chocs ont un effet transitoire (mean reverting).

Calculons les moments d’ordre 1 et 2 de la marche aléatoire:

E(y) = yo Vt
t—1

var(y) = wvar y0+25t—z’] = to?
1=0
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Lorsque le nombre d’observations (¢) tend vers I'infini, la variance tend vers l'infini.

La variance n’est pas donc bornée. Ce processus est donc non stationnaire.

La fonction d’autocovariance est donnée par:

cov(YeYi—1)

= E(yt — vo)Wi—r — vo)]

= El(et+e 146+ )k +Et—p1+Et—po+ )]
= E((efp+etnate ot )]

= (t—k)o>

Elle dépend donc de t.

La fonction d’autocorrélation est:

_ cov(yk)  (t—k)o?
Pk = L = 1
[var (yi)var(y—x)]2  [to?(t — k)o?]?

- =)

La fonction d’autocorrélation décroit donc lentement en k. Sion différencie la marche

aléatoire, on obtient un bruit blanc

Ays = yi — Ye—1 = ¢

Exemples: Rendement boursier et taux de change.

4.1.2 Marche aléatoire avec dérive (Random Walk with drift)

La marche aléatoire avec dérive est définie comme etant:

Yt =p+Y—1 + &

ou &; est un bruit blanc.
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Réecrivons ce processus,

Y = ptyY—1+e
= pu+p+y—2+e-1+e&

= p+pt+pt+y—s3t+e—2t+e—1+¢e

t—1

v = yo+pt+ Y e
=0

C’est donc un processus caractérisé par une tendance linéaire et dont les chocs
ont un effet permanent sur y;.
Les fonctions d’autocovariance et d’autocorrélation sont données par les expres-

sions suivantes:

var(y;) = to?
cov(yyi—x) = (t—k)o® = dépend det
t— k]2
Pk = [t } .

Ces expressions sont les mémes que pour la marche aléatoire sans dérive.
De fagon générale, on dira que y; est intégrée d’ordre d si cette variable doit étre

différenciée d fois pour étre stationnaire. On notera
y~1(d)
En particulier,

y ~ I(1) = Ay est stationnaire,

y ~ I(0) =y, est stationnaire.

Exemple: ARIMA(p,d,q)
dp(L)(1 = L)%y; = 04(L)e;

4.1.3 Effet permanent et effet transitoire

Nous avons vu que pour la marche aléatoire, le choc a un effet permanent égal

1. Examinons maintenant l'effet permanent des chocs pour des processus intégrés
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d’ordre un plus complexes. Prenons un processus moyenne mobile pour une variable

en différence. Ainsi,
Ayt = Q(L)Et

L’impact a long terme d’un choc est mésuré par:

. aytJrk
1 =0(1
dm 5~ 00)

ou 0(1) est la somme des coefficients moyennes mobiles. On peut réécrire le processus

de la facon suivante pour faire ressortir ’effet du choc permanent:
Ay, =0(1)e + [O(L) — (1)) e = 0(1)ey + 07 (L)ey.

Cette décomposition en composante permanente et transitoire est appelée décomposition
de Beveridge et Nelson. La variance de long terme est la variance de la composante
permanente de cette décomposition et elle est donnée par: 6(1)%202.

Prenons par exemple un processus MA (1) pour une variable en différence:
Ay = e+ 0
= g4+ 0y — Oy — Oy
= (140)e — 0Ac.
L’impact & long terme est (1 + ) et la variance de long terme est (1 + 0)%02.
Examinons maintenant un processus AR(1) pour la variable en différence tel que:
Ay = ¢Ay—1 +er.

On peut réécrire ce processus sous forme moyenne mobile infinie:

(1-9L)Ay; = &

o0

_ €t _ iri _OO i
Ay, = (1_¢L)—Z¢L5t—§¢q_z.

i=0
La décomposition en composante permanente et transitoire est alors

Ay, = Z¢i5t—i
=0
= > ¢'er+¢"(L)Ag
=0
v
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1
1-¢

L’impact & long terme du choc est donc = et la variance de long terme est

1 2
1-¢77
De facon générale pour un processus AR(p), on aura:

(I)p(L)Ayt = &t

&t
= (L) Agy.
CI)p(l) + p( ) &t

I’impact a long terme du choc est donc ﬁ et la variance de long terme est ﬁaz

Pour un processus ARMA (p,q):

p(L)Ay: = O4(L)e:

2
L’impact a long terme du choc est donc % et la variance de long terme est 2852 a2

4.2 Tests de racine unité

On a vu que pour une série I(1), la fonction d’autocorrélation décroit lentement.
On doit cependant faire un test formel pour savoir si la série est stationnaire ou pas.
On appelle ces tests, des tests de racine unité ou unitaire. Le test consiste & savoir

si la plus grande racine est égale a 1.
Exemple: Processus AR(1)
Yyt =p+ or1y—1 + e
Ho . (;51 =1
H, ¢1 <1
On peut réecrir le processus AR(1) tel que

Ay = p+ (@ —1Dyi—1 +e

Ay, = p+ay—1+e
Hy : a =0 = non stationnaire
Hy a < (0 = stationnaire
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On appelle ce test, le test de Dickey-Fuller. La loi asymptotique de la statistique ¢ est

non standard. La loi dépend du nombre de termes déterministes dans les équations

suivantes:
5% 10%
Ay = ayp—1 + &4 -1.95 -2.6
Ay = p+ ayp—1 + & —2.89 —-3.51

Ay = p+ pt+ay—1 +e¢ —3.45 —4.04
Si on utilise les valeurs critiques standards, on rejette Hy, donc la racine unité,
trop souvent.
Pour un processus AR(p), on aura le test augmenté par les retards de la variable

en différence

p
Ay = p+ ay—1 + Z 0;Ayt—; + &t

=1
H() : a=0
H : a<0

Les valeurs critiques sont le mémes que pour le processus AR(1).

Pour effectuer le test de Dickey-Fuller augmenté, on doit choisir le nombre de
retards. Ce choix est trés important. Si notre équation ne comporte pas assez
de retards, alors le test n’aura pas le bon niveau puisque que & sera biaisé. Si
Iéquation comporte trop de retards, alors le tests sera moins puissants (perte de
degrés de liberté).

Choix du nombre de retards

Campbell et Perron ont proposé une procédure pour fixer le nombre de retards.
On fixe un nombre de retards maximal et on effectue un test sur la signification du
dernier retard de I’équation. Sile dernier retard n’est pas significatif, on le retranche.
On estime a nouveau et on effectue un test sur la signification du dernier retard.
On continue cette procédure jusqu’a trouver un retard significatif. On peut ensuite
effectuer le test de racine unité.

On cherche a savoir si la série a une tendance déterministe ou stochastique. On

va utiliser une représentation qui incorpore les deux cas possibles
Yt = + 71t + v
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ou vy = QUi—1 + Ug.

On réecrit

vy = Y+mnt+ay—r—rw—mt—1)) +w

ye = Bo+ it +ayi—1 +uy

ou By = (1l —a)+maet B4 = (1 —a). Sion a une racine unité (o = 1) alors
61 =0.
On peut manipuler I’équation pour obtenir directement la statistique ¢ avec un

logiciel. On soustrait y;—1 de chaque coté ce qui nous donne le test de Dickey-Fuller:
Ay = Bo+bit+ (= Dy—1 +w
oll

Hy : a=1ou (a—1)=0
H, a<l1

On peut également considérer les cas ou la série varie autour d’une moyenne. On a

alors

Yt = Y0 + v
oll vy = QUy—1 + Uy.
On réecrit
yr = Yo+ a(y—1— )+ u
vy = Bo+tay—1+w

ou By = Y(1l — «). Si on a une racine unité, alors Gy = 0.

On peut écrire le test de racine unitaire dans ce cas de la fagon suivante:
Aye = fo+(a@—Dy1 +u
Enfin, si la série varie autour d’'une moyenne égale a zéro, on a alors,
Yt = Uy
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oll vy = QUy—1 + Uy.

Le test de racine unitaire dans ce cas sera:
Ayy = (o= Dyr—1+w
Remarque: On peut effectuer le test de racine unité a I'aide de deux statistiques:
1. la statistique ¢ pour Hp : (o — 1) = 0. On aura alors selon le cas tyc, tc, tet-
2. la statistique Z ou Z = T'(& — 1). On aura alors les statistiques Z¢, Z¢, Zet.

Considérons le cas le plus simple et examinons la loi asymptotique de &. On a donc

I’équation suivante:
Yo = QYp—1 + Ut

Alors, sous hypothese nulle que oo = 1, on a pour I'estimateur des M.C.O.:
6 — > Y1Vt _ Zth—l 4 D U1
> i > Y Vi
UpYi—
1+ Z t32/t 1
> Vi

On peut réecrire de facon vectorielle:

(G—1)= (YY) 'Y U

ou Y_; est le vecteur qui contient les valeurs retardées de y; et U est le vecteur
contenant les termes d’erreurs.

Pour le cas ou |a| < 1, on sait que
VT(a—a) = N (0,(1-a?)

Si o = 1, alors la variance tend vers zéro. La loi asymptotique est donc dégénérée.

Cette loi converge vers un point de masse a zéro, on a alors que:
VT(a-1) 20

Pour obtenir une loi non dégénérée afin d’effectuer des tests d’hypotheses, on devra

prémulitipler Pestimateur par T et non /7. L’estimateur converge alors & une
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vitesse de T au lieu de la vitesse habituelle pour les processus stationnaires de /7.
On dira que 'estimateur est ”super-convergent”.
Pour mieux comprendre cette convergence a une vitesse plus grande, examinons

I'estimateur des m.c.o. dans le cas d’une racine unitaire. On a donc:

T
d— 1= thl Yt—1Ut
==
pIr Vi1
En prémultipliant pas T, on obtient:
1 T
Y g Yp—1U
T(d_l):TZt—lyt 14Ut (4)

1 T o2
T2 Zt:l Yi—1
Examinons le numérateur de ’expression plus haut. Supposons que yg = 0 et que
les termes d’erreurs u; suivent une loi normale pour tout ¢ centrée a zéro et ayant
. 2 5 N - , .
comme variance . Sous 'hypothese que y; suit une marche aléatoire, on peut donc

réécrire cette variable de la fagon suivante:
Y = Ut + Up—1 + Up—2 + - -+ Uug.
Par 'hypothese de normalité sur les termes d’erreurs, on a alors que:
yr ~ N (0, 0275) ) (5)
De plus, pour la marche aléatoire, on a:
i = (-1 +u)® =y ) + 2y 1w +uj,

ce qui nous donne:

1
Yt—1Ut = B (?/t2 - yt2—1 - U?) .
En sommant sur lest det=1,---,T, on obtient:
T 1 1 I
R R N 2
;ytlut =5 (ZJT ?Jo) 5 ;“t-

et puisque yg = 0, on a alors:

o) () () (B



et en divisant chaque coté de I’égalité par o2:

2w (3) () - () (7) &
=) =5 —=) 53]+ Uy -
o?T — 2 o T 202 T — t
Puisque yr/ (U\/T ) suit une normale N (0, 1) par (5), son carré suivra alors une loi

du khi-deux tel que:

[yr/ (T~ (1), ()

Par la loi des grands nombres, on a de plus:

T
1
T Zu? 2, 2 (7)
t=1
Par (6) et (7), on obtient:
T
1 L 1
e
t=1

ot X ~ x2(1). Examinons maintenant le comportement du dénominateur de

lexpression (4) en considérant:

T
2
Z Yi—1-
t=1

Puisque E(y? ;) = (t — 1)o?, on a alors que

T

T T—-1)T
;ytg—ll = UQZ(t —1) = 02(2)'

t=1

E

On voit donc que pour obtenir une convergence en loi de cette expression, elle doit
étre divisée par T?, comme c’est le cas dans (4). De plus, le ratio de 1’expression
(4) ne suit par une loi normale puisque le numérateur est fonction d’une khi-deux
et que le numérateur suit une loi non standard.

Pour mieux comprendre le caractere non standard de la loi asymptotique, nous
allons introduire brievement un processus stochastique appelé, le mouvement Brown-

ien.

Définition 12 On appelle mouvement Brownien sur [0, 1], un processus (B(r),r €

[0,1]), gaussien, de moyenne nulle, et tel que,
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1. B(0)=0
2. cov (B(r1), B(re)) = min(ry, ra), Vri,re € [0,1]
3. pour toute réalisation, B(r) est continu en r avec une probabilité 1.

En particulier, pour 0 <1y <ry <1, B(re) — B(r1) ~ N (0,72 — r1).

Considérons maintenant la marche aléaloire suivante:
Yi=Yr1+e
et supposons que Yy = 0. On a alors:
Yi=e+e1+- +er
Ecrivons maintenant,

(Tr]
Yiry)

1
Yi(r) = 77 = = > e
=1

et E(e;) = 0, var(e;) = o2, ou [z] désigne la partie entiere de z. On a alors que
Yr(r) est égale & zéro en espérance et sa variance est donnée par ro?. On peut alors
énoncer le résultat de convergence fonctionnelle en loi.

Théoréme de Donsker

Théoréme 1 Si (Yi,t > 0) est une marche aléatoire fondée sur un bruit blanc

indépendant de variance o, alors:

~¥r(r) L B(r)

ot B(r) est un mouvement Brownien sur [0, 1].

Dans le cas d’un processus ARMA pour le processus intégré ®(L)AY; = O(L)e,

o(1)2 ‘s N PR
on a que w? = o2 (1)82. Dans ce cas et le cas général ol w = o, le Théoreme 1

s’énonce de la facon suivante:

Théoréme 2 Si (Y;,t > 0) est un processus intégré d’ordre un, alors:

Lyr(r) - B(r)

w

ot B(r) est un mouvement Brownien sur [0, 1].
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Prenons un exemple: AY; = e4+60¢;_1. On a alors que la variance de Z[TT] (et + Oc4—1)

=1
est égale & [Tr] (14 20 + 62) 0 = [Tr](1460)?52, ce qui est bien [T'r] fois la variance
de long terme de AY;.

On a alors les corollaires suivants,

Corollaire 1 Soit (Y;,t > 0) un processus intégré d’ordre un, la moyenne empirique

est telle que:

T 1
1 L
— E Y; —>w/ B(r)dr,
T3/2 — 0

ot w? est la variance de long terme (a la fréquence zéro) avec w = o dans le cas

d’une marche aléatoire puisque €; est alors un bruit blanc.

Corollaire 2 Soit (Y;,t > 0) un processus intégré d’ordre un, on a

T 1

1

T2 E Yf L, w2/ BQ(r)dr.
t=1 0

Et pour terminer,

Corollaire 3 Soit (Y, t > 0) un processus intégré d’ordre un, alors,

1 & 1 1
T ;}/tf':t i’ 5&)232(1) - 50’2.

Démontrons le dernier Corollaire & ’aide des résultats énoncés plus haut.
Preuve:

T
On a que Yy =), &, alors

V2= (Vi1 +e)? = Y2, +2Y_1e + &
ce qui implique 1’égalité suivante:

Yioier =5 (Y2 - Y2, — ).

1
2

En sommant, on obtient,

T
g Y160 =
t=1

1
(Y%_YE]2) _52637

N
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puisque Zthl (Yi2 - Yffl) = (qu — Y02). En posant Yy = 0, on a alors directement
le résultat recherché,
T
1 1 1
f z; Y%_l&'t L §w2B(1)2 — *0'2.
En utilisant les résultats plus haut, on peut alors montrer que dans le cas d’une

marche aléatoire
1 (2
5 (B7(1) -1
T(d—l)i»—Q(l (2) )
fo B?(r)dr
ou B(r) est un mouvement Brownien (aussi appelé processus de Wiener standard ).

Les statistiques t,. et Z,. auront les lois asymptotiques suivantes:
L (32( ) — )
1 (p2
3 (B7(1)-1) (B (1 ) )
T B dr
fo ( )dr

Pour le test de Dickey-Fuller incluant une constante, on aura pour la statistique

t?’LC

L
Zne —

t:
t L, % ( (1) ) fo T)df
(fo r)dr — dr 2> :
7, L 3 (B*(1) — ) fo (r)dr

2
fo B2(r)dr — [fo B(r)dr}

Examinons maintenant le cas ou u; n’est pas un bruit blanc. Dans ce cas, y; ne

suit pas un processus AR(1).

On a le cas général
Yt =0 + 7t + v

ott vy = a(L)vy +ug et (L) = ay L+ g L? + -+ + a,LP.

On a alors pour vy

Vg = QU1 + QU2 + - -+ + QpU—p + Uy
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Table 1: Tableau des valeurs critiques

statistiques 1% | 5% | 10%
tne -2.56 | -1.94 | -1.62

te -3.43 | -2.86 | -2.57

tet -3.96 | -3.41 | -3.13

test -4.37 | -3.83 | -3.55
Line -13.7 | -8.0 | -5.7

Ze -20.6 | -14.1 | -11.2

Lt -29.4 | -21.7 | -18.2
Zeit -36.6 | -28.1 | -24.2

On peut récrire cette équation comme étant

v = (041 +oag+ -+ Oép) Vi1 + 01 Ave_1 + 0o Avs o+ -+ + 5p_1Avt_p+1 + Uy

«

Prenons un exemple simple, v; suit un processus AR(2), alors

UVt = QqUt—1 T QU2 + Ut
Vg = QU1 T+ QU1 — QU1 + QaVp—2 + Uy
vy = (a1 + @)1 — Av_ +

On a donc comme modeéle:

Yy = o+mt+u

et v; = avi_] +01Av_1 +u

ol o = a1 + g et § = —ao.

On peut réecrire notre modele de la fagon suivante:

vy = Y+nt+ay—1—v—1n{t—1)]+5[Ay—1 — ]+ w
ye = Po+Cit+ayi—1+ HAy—1 + w
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ou fy =v(1l —a) +ya— 0y et f1 =1 (1 — ). On soustrait de chaque coté y;—1

pour obtenir I’équation utilisée pour effectuer le test de Dickey-Fuller augmenté. On

obtient
Ay, = Bo+ it + (= 1D)y—1 + 1Ay 1 +
et
Hy : (a—1)=0=a=1
H : (a-1)<0=a<l.

vy suivait un processus AR(2), on a corrigé pour la dépendance temporelle dans
I’équation du test de Dickey-Fuller par un terme autorégressif d’ordre un pour Ay;.

L’addition de ce terme permet de ”blanchir” le résidu.

De fagon générale, si vy suit un processus AR(p), on corrigera par p — 1 termes

autorégressifs. Ainsi, on a le modele suivant

Yye = Yo+ttt

et vv = a1t agUvio+ -+ apUp + U
L’équation du test de Dickey-Fuller augmenté est alors
Ay = Bo + Pt + (o — D)yg—1 + 01Ay—1 + 2Ays—2 4+ -+ + p_ 1 AYs—py1 +
Lorsque u; est bien un bruit blanc, on peut alors prendre les mémes valeurs critiques

(tableau 1).

Question: Comment choisir le nombre de termes a ajouter dans I’équation du test?

Réponse: par la procédure de Campbell-Perron.

Si u; suit plutdt un processus ARMA (p,q), on cherchera & approximer le mieux
possible la dynamique par l'ajout de termes autorégressifs (d’ou I'importance du
choix de retard). En ajoutant des termes autorégressifs, on effectue une correction

paramétrique pour tenir compte de la dynamique c.a.d. pour ”blanchir” le bruit.

48



On peut également effectuer une correction non paramétrique. C’est la statistique
du test proposé par Phillips et Perron (1988).

Prenons le cas suivant:

Yyt =Y + 71t + v

et vy = avp_1 + Uyt

On réecrit

Yy = Bo + Bit + ayp—1 + uy

Si v suit un processus AR(p) au lieu d’un processus AR(1), alors u; dans 1’équation
plus haut n’est pas un bruit blanc.

On réecrit I’équation plus haut
Ay = Bo + it + (o — D)ys—1 + wy

La statistique de Phillips-Perron est basée sur une correction non paramétrique.
Pour la statistique Z.¢, on aura
T? (62 — 62)
T 2

2> 1%

N————
terme de cor. non paramétrique
2

NN T ~ . 7 s ~ .
ou o = % >, @2 est la variance des résidus et & est un estimateur congervent de

2
[Zthlut}
w2 = lim BE——— 1

T—o00 T

Ce terme tient compte de I'autocorrélation des ws. Ceci correspond a la variance
a la fréquence zéro. On peut comprendre cette correction en examinant la loi de
T(& — 1) lorsqu’il y a dépendance temporelle du terme d’erreur en utilisant les
corrollaires présentés plus haut. Ainsi,

L %Q)QBz(l) %0‘2

Te-1)— w? fol B2(r)dr W2 fol BQ(r)dr‘
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Avec la correction non paramétrique, on obtient bien la méme loi que lorsque le
terme d’erreur est un bruit blanc, puisque pour le terme de correction:
2 (72 _ A2 1/ 2 2
T (w —0 ) 5 (w -0 )
T 2 1 :
23 1Y% fo B2(r)dr

L’estimateur de w? est donné par 'expression suivante:

T l

1 1 k) w

t=1 k=1 t=k+1
De la méme facon, on peut obtenir la statistique t.; pour la correction non paramétrique.
«  Ole T(@? —62)

ct T A

o et 1/2
2 (w D1 yt2—1)

Cas particulier: Si u; est effectivement un bruit blanc, alors w

2 = 2. On a alors

les statistiques habituelles, mais toujours avec les valeurs critiques mentionnées au

tableau (1).

Comportement en petit échantillon
e ADF a généralement une meilleure performance a distance finie.

e Si le terme d’erreur v; a une composante moyenne mobile avec une racine
importante, c.a.d. v; = uy — Ouz_1 avec 6 pres de 1, le test de Phillips et

Perron a un probléme de niveau important.
e Les deux tests sont peu puissants.

Solution pour améliorer la puissance du test de Dickey-Fuller augmenté:

Le test d’Elliot-Rothemberg-Stock (ERS) (1996)

Ce test consiste en une modification du test de Dickey-Fuller (augmenté ou pas).

Le test consiste dans un premier temps a construire des ” quasi-différences”.
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Prenons le cas avec une constante et une tendance. On calcule premierement

c
a=1+ =
T

ol ¢ = —13.5, ce qui correspond a une alternative locale. Lorsque T' — oo, a@ = 1,

donc ceci correspond a 'hypothese nulle.

On construit par la suite les ” quasi-différences” suivantes:

Yt = Y — QY1
et
Zt = Rt — dzt,1

ou z = (1,t).

On effectue la régression par les M.C.O. de g; sur Z; et on obtient I'estimateur

(5. On construit ensuite une série ”détrendée”

Z/fl =1 — Z .

On effectue ensuite la régression de Dickey-Fuller

p—1
Ay = (o =Dy, + Z’Yz’Ayg—i + e
i=1

avec '’hypothese nulle habituelle,
H() : (a - 1) =0

Ce test est beaucoup plus puissant que le test de Dickey-Fulley ou de Phillips et Per-

ron. Dans le cas oll on a seulement une constante, alors on prend la valeur ¢ = —7.

Solution pour améliorer le niveau du test de Phillips et Perron: Tests

modifiés (Perron et Ng (1996), Ng et Perron (2001))
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Modifications de la statistique et choix de 'estimateur de w (Perron et Ng (1996)):

Perron et Ng proposent les modifications suivantes aux statistiques de Z* et t*:

et

@2

T 9 \1/2
1 _
Mt* :t*—|—§ (M) (6 —1).

La statistique M Z* a les mémes valeurs critiques que la statistique Z* puisque
I’expression %(d— 1) converge vers zéro sous ’hypothese nulle. En effet, 'estimateur
& converge vers 1 a la vitesse de T' sous ’hypothese nulle. Les valeurs critiques de
Mt* sont données dans ’article de Stock (1990).

De plus, les auteurs trouvent que ’estimateur paramétrique de w basé sur I’équation

suivante:

k
Aut = ﬁo + Zdeutfj + &¢.

j=1
donne de meilleurs résultats en petit échantillon. Cette estimateur est alors:

52
O¢

(1—8(1)*

On doit choisir le nombre de retards k pour effectuer le test de Dickey-Fuller ou

WAR =

pour obtenir estimateur de la fréquence zéro défini plus haut. Ng et Perron (2001)
montre que le probleme de niveau dépend du choix de k.

Les critéres d’information BIC et AIC tendent a choisir une valeur de k trop pe-
tite en échantillon fini. Ng et Perron proposent les statistiques BIC et AIC modifiées
pour le choix de k:

In(T — kmaz)(rp(k) + k)

MBIC = In(62
¢ =In(g,) + T — kmax

2(rr(k) + k)

MAIC = In(62
n(@,) + T — kmaz
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ou (k) = ((}3)_1 (@ —1) ZtT:kmam y? ;. Les deux auteurs proposent également

d’utiliser les quasi-différences a la ERS pour effectuer le test.

Discussion sur la fréquence des données:

e La fréquence n’est pas importante mais plutot la longueur de 1’échantillon
Discussion:

e Hj : la stationnarité (KPSS)

e Changement structurel

° Equivalence observationnelle
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4.3 Régression fictive (Spurious Regression)

On a le modele suivant:

Yy = ag + Pas + €4

Les hypotheses habituelles sont:
e 1, et x; sont stationnaires

o E(g1) =0 et var(e) < 00
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Si y; et x; sont des processus non stationnaires (I(1)), et que § = 0, on aura une
régression fictive (Granger et Newbold (1974)).

Une régression fictive est caractérisée par (Phillips (1986)):

e L’estimateur [ ne converge pas en probabilité vers une constante (zéro dans
ce cas-ci) mais vers une variable aléatoire. L’incertitude ne s’estompe pas

asymptotiquement. Cette loi asymptotique est donnée par:

o L <U§ [ /0 1 Bx(r)Bgc(r)’dr] ) s [ /0 1 Bz(r)By(r)'dr] o

ou By(r) et By(r) sont deux mouvements Brownien indépendants associés

respectivement aux variables x; et y;.
e R? tend vers une variable aléatoire lorsque T tend vers I'infini.

e La statistique tg diverge lorsque t tend vers 'infini

o DWW — ZimoEi—é-1)?

ST 2 — 0 en probabilité lorsque ¢ tend vers l'infini.
t=0°“t

Ainsi, ces résultats apparaissent intéressants selon les criteres du R? et de la statis-
tique t. Cependant, ils sont dénués de sens. L’estimateur des M.C.O. est biaisé et
la loi asymptotique de B est non standard. La raison est que le terme d’erreur est

non stationnaire. En effet, si 3 = 0, on a le modele suivant:
Yt = ag + &t

Puisque y; est I(1), alors &; est I(1). On aura également le méme probleme si y; est

I(1) et x4 est I(0). Le terme d’erreur sera alors non stationnaire.
Solution

On différencie les séries I(1) pour les rendre stationnaires.

5 Cointégration

On a deux variables 1; et x; qui sont intégrées d’ordre 1. Donc, la variance de ces

variables est infinie. Cependant, une combinaisons linéaire de ces deux variables
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peut étre stationnaire.

Exemples:
e Revenu disponible et la consommation,

e Taux d’intérét de long et de court terme

e Parité du pouvoir d’achat: Sy = P—{.

On a donc que y; est I(1) et z; est I(1). La cointégration implique la relation
suivante de long terme

Yt = p+ By + &4

et le terme d’erreur est stationnaire (7(0)). On peut réecrire de la fagon suivante

Yt — Bry = p+ &

On dira que (1, —/) est le vecteur de cointégration. On peut également avoir de la

cointégration entre plusieurs variables.

Définition 13 Les séries Xj;,5 = 1,--- ,m ou X; est intégré d’ordre d sont dites
cointégrées si et seulement s’il existe une combinaison linéaire non nulle des séries

qui est intégrée d’ordre strictement inférieur a4 d. On dira que
X ~CI(d,b)
ot b est le degré de cointégration.

Cette combinaison linéaire est appelée vecteur de cointégration. On a le vecteur

des séries X; alors
/
(% Xt = Zt

sera stationnaire si les séries X; sont (1) et cointégrées. Z; peut contenir une con-

stante ou une tendance déterministe . Cependant la variance de Z; est finie.
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5.1 Cointégration et tendances communes

La cointégration implique la présence d’une ou de tendances stochastiques communes
entre les séries.
Prenons un exemple avec deux séries y; et z;. On suppose que 'on peut décomposer

ces deux séries de la fagon suivante:

Yt = Myt T Eyt

2t = atExn

ou u; est une marche aléatoire pour la variable i et g5 est une composante station-
naire du second ordre. Puisque fi,; et s sont une marche aléatoire, on peut les

récrire de la fagon suivante
t
Pyt = fyo+ DMy
j=1

t
Mzt = #z0+zn2j
j=1

On a donc une tendance stochastique pour chaque variable. Si y; et z; sont cointégrés
CI(1,1), alors il existe une combinaison linéaire o/z; qui est stationnaire ot x; =

(yt, zt)'. On aura donc que

t t
/
ATy = Yt + a2t = Qflyo + E Nyj + Qapiz0 + Q2 E Nz + 1€yt + Qi2€t
Jj=1 Jj=1

est stationnaire. Pour que cette expression soit stationnaire,

t t
(651 g Nyj + a2 g Nzj,
Jj=1 Jj=1

doit nécessairement étre égale a zéro pour tout ¢ . Ce qui implique la condition

nécessaire et suffisante suivante:
Q1 byt + Qaflzt = Q1 lhyo + Qi2fiz0
Puisque py0 et .o sont les valeurs initiales observées, alors
a1 fiyo + copo = C*
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ou C* est une constante. On a donc
*
a1yt + Qo = C

On réecrit
Cc* a9
Myt = — — — Mzt
aq a7
On voit donc que les variables y; et z; ont la méme tendance stochastique a un

scalaire pres <—g—;) On a donc I'implication suivante:

Si deuz processus 1(1) sont cointégrés CI(1,1), ils ont nécesairement la méme
tendance stochastique. Toute autre combinaison linéaire o'*x; n’éliminera pas la

tendance stochastique. Le vecteur de cointégration est donc unique & un scalaire prés

On reprend donc notre lien de cointégration,
/
QT = QY + Q22 = Q iy + Q2fhz0 + Q1Eyr + 2E ¢

et cette combinaison linéaire est bien stationnaire puisque €, et €.; sont deux proces-
sus stationnaires. On dira donc que ¥; et z; ont une tendance commune: “common

trend” dans la teminologie de Stock-Watson (1988).

Prenons maintenant un exemple avec trois variables y;, z; et w;. On a la

décomposition suivante pour ces trois variables:

Y = Uyt T Eyt
2t = Mzt +Ext
Wy = Uyt + Ewt

ou u; est une marche aléatoire pour la variable i et g5 est une composante station-
naire du second ordre.

S’il y a cointégration entre y, z; et wy, alors il existe une combinaison linéaire
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o’z qui est stationnaire (I(0)) ot z¢ = (y¢, 2, we). On aura alors

t
/
QT = oYt + Q2+ Q3w = Qflyo + 01 E Ui
j=1

t t
+ Qa0 + Q2 Z Nzj + Q3 bwo + Q3 Z Twj T Q1Eyt + X2E2t + Q3EWL-
j=1 j=1

La condition nécessaire et suffisante pour que o/x; soit stationnaire est donc que

t t t
041277yj +a2277zj +043277wj =0
j=1 7=1 7j=1

ou écrit différemment que

O flyt + Ol + Q3w = Q1 flyo + Q2flz0 + Q31w

ol le terme de droite est une constante.

Cette égalité implique que la tendance stochastique d’une variable est une com-
binaison des deux autres tendances stochastiques. On dira alors que y;, 2 et w; ont
deux tendances stochastiques en commun.

Supposons maintenant que les trois variables partagent la méme tendance stochas-

tique, c.a.d.

t t t
aq E Myj = Q2 E Nzj = Q3 E Nwj
j=1 j=1 j=1

alors, il existera deux combinaisons linéaires o’z; qui sont stationnaires. On aura

donc deux vecteurs de cointégration et une tendance en commun. En effet,

t t
o1 E Nyj = Q2 § Nzj
Jj=1 Jj=1

On aura alors comme vecteur de cointégration (1, —g—f, 0) pour y;, 2 et wy.

Ainsi, o’z ot o = (1, —Z—f, 0) est stationnaire. On a donc
t t
() a2
yt_OTZt = [yo T E nyj_"gyt_OT 0 + § Nzj + €zt
1 . 1 ;
]:1 j:l

t t
Q2 a2 a2
= MHyo — —Hz0 + § My; — — E MNej +Eyt — —€zt
a1 1 aq j= ]
= _
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puisque
t t
a1 E :77yj =2 E :7721"
j=1 j=1

alors

(6] Q2 Qa2
Yt — — 2 = Hyo — — 0 T Eyt — —Ezt
aq ] aq

est bien un processus stationnaire. De la méme fagon, on peut montrer qu’un vecteur

de cointégration égal a (1,0, —g—i’) donne bien un processus stationnaire. Dans ce

cas-ci, on a donc deux vecteurs de cointégration et une tendance en commun pour

les trois variables.

De fagon générale, supposons la représentation suivante:

Ty = ft + E¢
ou z; est un vecteur de dimension m, x; = (z1¢, Tat, - - - , Tme), He €St un vecteur de di-
mension m contenant les tendances stochastiques suivantes p; = (p1t, 2ty - -+ 5 fomt)-
g est un vecteur de m composante stationnaire, &, = (14, ,&me). S'il existe r

vecteur de cointégration tel que o’x; est stationnaire, alors « est de dimension 7 X m.
Il y aura m — r tendances stochastiques en commun entre ces m variables. Il est
important de noter que « est de rang r, les vecteurs de cointégration sont donc

linéairement indépendants.

5.2 Cointégration et représentation a correction d’erreurs

S’il y a un lien a long terme entre des variables, toutes déviations de ce lien devraient
entrainer un ajustement de ces variables vers ce lien de long terme. La dynamique
a court terme des variables sera donc influencée par les déviations des liens a long
terme. La modélisation de la dynamique de ces variables en tenant compte des liens
a long terme est appelée modele a correction d’erreurs.

Prenons un exemple. On suppose que le taux d’intérét a court terme et a long
terme sont des variables (I(1)). La théorie de la structure & terme des taux d’intérét

implique une relation de long terme entre ces deux variables. Il y aura cointégration
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et le vecteur de cointégration sera (1, —1). Un modele & correction d’erreurs pour le

taux d’intérét a court terme (rs) et & long terme (rr;) sera

A(Tst) = ﬂs(TL,t—l - 7”s,t—l) + et

A(rpe) = Br(roe—1 —7si—1) +erne

ou €4 et £ sont des bruits blancs possiblement corrélés.
Ainsi, les variations des taux d’intérét a court et a long terme sont fonctions des

déviations de la relation de long terme a la période t — 1,

TLt—1 — Tsit—1,

et Os et[r sont appelées parametres de vitesse d’ajustement. On peut généraliser

cette représentation de la fagon suivante:

p p
Argt) = bio+bs(rpe—1 —7rst—1) + Z bi1(i)Arg—; + Z bi2 (1) Arri—; + €st

i=1 =1
P P
A(rre) = boo+br(rpe—1 —7rst—1) + Z bo1 () Arg—i + Z boo (1) Arri—i + €14
i—1 i=1

On a donc ajouté des variables retardées en différence pour chaque équation. On
remarque que les différentes variables de cette représentation sont stationnaires
puisque les variables en différence sont stationnaires et que 77,1 — rs;—1 est sta-
tionnaire. Les parametres estimés auront donc des lois asymptotiques standards.

Le modele & correction d’erreurs correspond & une représentation VAR aug-
mentée du lien de cointégration entre les variables. S’il y a cointégration et que
I’on modélise les variables en différence sans tenir compte du lien a long terme entre
les séries, on aura alors une erreur de spécification correspondant a I’omission de la
variable explicative du lien de cointégration.

De facon générale, on aura la représentation suivante:
Axy =m0+ 7101 + AT + -+ Ty + &4

ou xy = (w1¢,Tat, -, Tme)' sont des variables I(1) et e, = (1,62, ,&me)’ est un
vecteur de bruits blancs possiblement corrélés entre eux. L’expression wz;_q1 est

stationnaire. La dimension de la matrice m correspond au nombre de vecteur de
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cointégration.

Il y a trois cas particuliers:

1. rang(m) = 0, on a donc une représentation en différence. Chaque variable est

I(1) et il n’existe pas de lien de cointégration entre les variable.

2. 0 < rang(m) < m et rang(m) = r. Chaque variable est I(1) et il existe r

vecteurs de cointégration linéairement indépendants entre les m variables.

3. rang(m) = m. Chaque variable est stationnaire en niveau.

On peut obtenir la représentation vectorielle a correction d’erreurs (VECM) a partir

du VAR pour les variables en niveau. On a donc
xp = Ag+ Arwp_1 + Asxp_o + -+ ApiTi_pi1 + &4
On peut réecrire ce VAR de la fagon suivante
Axy =mo + a1 + mAx—1 + -+ 1Az + &4
oll
° W:ZfillAi—I,
o T =— Z?ijl A;.
Prenons 'exemple d'un VAR(1) & deux variables y; et z;. On a donc
Yo = a11Yi—1 + 1221 + Eye
2t = 021Yt—1 1+ a22%2t—1 + €zt

ol £y et €, sont des bruits blancs faibles possiblement corrélés entre eux. On peut

réécrire ce VAR de la fagon suivante

(1 — a11L) —a12L Yt 5yt

—aglL (1 — QQQL) Zt Ext-

Si on inverse pour obtenir la représentation moyenne mobile, on a
(1 —ageL)ey + araLe

(1 — auL)(l — aggL) — a12a21L2
a21L€yt + (1 — anL)e’fzt

(1 — anL)(l — CLQQL) — a12a21L2 '

Yyt =

Zt =
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On remarque que les deux variables ont le méme dénominateur
(1 — auL)(l — GQQL) — a12a21L2.

Ce dénominateur détermine la dynamique des deux variables. On peut obtenir les

deux racines caractéristiques \; de ce dénominateur tel qu’on puisse le réécrire
(1 —anL)(1 —axl) — ajpan L? = (1 — M L)(1 — Ao L).
Examinons les différents cas possibles
1. |A1], |A2] < 1, dans ce cas les deux variables sont stationnaires,

2. |A1] =1, |A2] = 1, Les deux variables seront 1(2). Il faut donc les “différencier”

deux fois pour qu’elles soient stationnaires.

3. Si aja = a1 = 0, chaque variable est un processus AR(1). Si A\; et A9 sont
égaux & 1, c.a.d. si aj; et age sont égaux a 1, alors les deux variables sont I(1)

mais ne sont pas cointégrées.

4. Pour que y; et z; soient CI(1,1), il faut qu'une des racines soit égale a 1 et

I’autre plus petite que 1 en valeur absolue.

Prenons le cas ou [A;| =1, on a alors
_ (1 —agaL)eys + araLle
v (1- L)1~ Xl)
ag1Ley + (1 — a1 L)ey

T T A -L)(1- D)
ou
(1 —ageL)ey + araLe
1— L)y, —

( )yt (1— ML)

aglLé‘yt + (1 — allL)Ezt
1-L
(1= L)z (1— AoL)

Les deux variables sont donc stationnaires en différences puisque |Ag| < 1.

Pour examiner la cointégration, réecrivons le VAR de la fagon suivante:

Ayy _ a1 —1  ap Yi—1 N Eyt
Az azr  agp—1 2t—1 Ezt
Ay = (a1 — Dyr—1 +a12ze-1 + eyt
Az = any—1+ (a22 — 1)ze—1 + €4t
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On peut montrer que si une des racines est égale a 1, alors

a12a21
a1 — 1=\
(1 — (122)
On obtient donc
a12a21
Ay = ————=Yi—1+ 1221 + €yt
(1 —ag)
Az = anys—1 — (1 —a22)z—1 + €.
En normalisant, on a
Ay = 5y(yt—1 - aZt—l) + eyt
Azy = Ba(y—1 — OéZt—1) + ez
olt By = — (‘ilffg;), a= 1;;22 et B, = az1. Une représentation a correction d’erreurs

impose donc des restrictions sur les parametres du VAR en niveau.

On peut maintenant énoncer le théoreme de représentation d’Engel et Granger

(1987).

Théoréme 3 1. Un vecteur x; de séries I(1) ne sont pas cointégrés si et seule-
ment si le modéle s’écrit

ﬂ(L)A.%'t = &t

ot (L) est un polynome de degré p et les racines |w(L)| sont a extérieur du

cercle unité.

2. Siles séries du vecteur xy sont cointégrées et si o est une matrice de dimension
rxm dont les lignes sont des vecteurs de cointégration indépendants, le modéle

admet une représentation a correction d’erreurs du type

P
Ary = w1 + E AT + &
i=1

Remarques

1. La cointégration implique I’existence d’une représentation a correction d’erreurs.
L’existence d’une représentation a correction d’erreurs implique la cointégration

entre les variables.
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2. Le nombre de relation de cointégration sera égal au rang de la matrice 7. On
pourra donc effectuer un test de cointégration basé sur le rang de la matrice

7 pour une représentation vectorielle & correction d’erreurs.
Puisque la matrice 7 est de rang r, on peut la décomposer de la facon suivante:
/
T = PBa

ou [ est de dimension m X r et « est de dimension m x r également. La matrice
« contient les vecteurs de cointégration et la matrice 3 les parametres d’ajustement

aux relations de long terme.

Remarque

0 et a ne sont pas identifiées puisque
7 =pd = FF td = g*a*

ol f* = BF et a* = a(F~1).

On aura deux fagons d’effectuer un test de cointégration
e Est-ce qu'il existe une combinaison linéaire « tel que o'z, est stationnaire?

e Un test basé sur le rang de la matrice w dans le VECM.

5.3 Tests de cointégration
5.3.1 Test de Engle et Granger

On suppose que nous avons effectué un test de racine unité sur y; et x; et que nous
ne pouvons rejeter I'hypothese de racine unité (non stationnaire). On pense que y;
et x; sont reliées a long terme. On va donc effectuer un test de cointégration.

On effectue un M.C.O. sur

Yt = p+ By + &y

et on fait un test de racine unité sur ;. Donc,

p
Agy = per—1 + Z 0iAey_; + fug
i=1
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H() : pZO
H, p <0

La loi asymptotique est non standard et dépend du nombre de variables dans la
premiere estimation par M.C.O. et de la présence d’une constante et une tendance

dans cette régression.

5.3.2 Test de Johansen(1988)

C’est un test basé sur le rang de la matrice m dans la représentation VECM. Le test

d’Engle et Granger a le défaut du choix d’une variable de normalisation, ex:

Y+ = aio+ a1zt + et
ou

Zt = a0+ a1yt + €2t

En petit échantillon, le résultat peut dépendre de la variable qui est choisie pour la
normalisation. Ce qui est peu souhaitable. Bien entendu, ce choix ne fait aucune
différence de fagon asymptotique.

De plus, si on est en présence de plusieurs variables, il peut exister plus d’un vecteur
de cointégration. Il n’y a pas de facon asymptotique de procéder dans I'optique
d’Engel et Granger dans ce cas.

Johansen (1988) et Stock et Watson (1988) ont développé simultanément une
procédure de test basée sur le rang de la matrice m dans la représentation VECM.
Pour comprendre le test de Johansen, examinons un VAR en niveau de 1 retard. On
a donc

rp=Ari_ 1+ g

on réécrit ce VAR de la fagon suivante

Tp— i1 = Avpq — w41+
ASCt = (A—I) Ti—1 + &t
——

™
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Le rang de la matrice 7 est égal au nombre de vecteurs de cointégration. Le test sera
donc basé sur le rang de cette matrice. Pour effectuer ce test, on doit calculer les
valeurs propres de la matrice w et évaluer si ces valeurs propres sont significativement
différentes de zéro. Ce test est comparable au test de Dickey-Fuller mais dans un
contexte multivarié.

De facon générale, le test sera basé sur la représentation VECM suivante:

p
Az, = Ag+ 1w+ Z T ATy + &
i=1

Le test de Johansen sur le rang de la matrice m. En pratique, le test de Johansen est
basé sur les valeurs propres de la matrice des correlations canoniques entre les résidus
de la régression de la variable dépendante Axy sur les retards de cette variable et les
résidus de la régression de x;_1 sur ces mémes retards. Donc, a la premiere étape,
on effectue la régression de la variable dépendante sur ces retards et on récupere les

résidus. Ainsi,

Az, = p+ &A:Ct_i + 0.

-

=1

A la deuxiéme étape, on effectue la régression de la variable x;_1 sur les retards de

Ax; et on récupere les résidus. Ainsi,

p
T = [+ Z 0;Azy_; + Uy.

ou
T
~ 1 .
Yow = T E g0y
t=1
T
~ 1 .
Ywuw = T E U Ty
t=1
T
o 1 Y
Yoouw = T E Oty
t=1
< N/
You = 2y



Les valeurs propres \; correspondent aux carrés des corrélations canoniques entre
les vecteurs 0; et Uy et sont comprises entre 0 et 1. On ordonne ensuite de fagon
croissante Ay > A9 > -+ > Ay, Sile rang de 7 est égal a zéro, donc il n’y a
pas de cointégration, alors toutes les valeurs propres ne seront pas significativement
différentes de zéro.

Puisque In(1) = 0, alors In(1—);) sera égal a zéro si \; n’est pas significativement

différente de zéro. S’il n’y a pas de cointégration, alors
In(I—X)=In(1—Xy)=---=In(1—-A,)=0.

Johansen introduit deux statistiques pour effectuer le test

Atrace(r) = =T Z ln(l—j\i)
i=r+1
Amax(rr+1) = —TIn(1 — \p).

La premiere statistique Atpace(r) cherche a évaluer si le nombre de vecteurs distincts
de cointégration est moins que ou égal a r, ce qui constitue I’hypothese nulle contre
une hypothese alternative générale. La seconde statistique considere I'hypothese
nulle de r vecteurs de cointégration contre 'hypothése nulle de r 4+ 1 vecteurs de
cointégration.

Les valeurs critiques dépendent des termes déterministes dans le VECM (matrice
Ap) et des termes déterministes dans la relation de cointégration.
Si les variables en niveau ont une tendance linéaire, il faudra le terme Ay dans le

VECM pour capter cette tendance. On aura alors
P
Az = Ag+mxpq+ E AT + &
i=1
ou xy = (x1¢, Tag, -+ ,Tme) . Siles variables en niveau n’ont pas de tendance linéaire

mais que la relation de cointégration inclut une constante alors le VECM est
P
Azry = 7wz + Zmﬁiﬂt% + &¢
i=1
ou zf = (1,214, @2, ,Zme)’. On peut effectuer un test pour la présence d’une

constante dans la relation de cointégration.

67



5.4 Estimation du vecteur de cointégration

Pour analyser les propriétés des estimateurs du vecteur de cointégration, nous allons
présenter une proposition découlant du Théoreme de Donsker dans un contexte

multivarié.

Proposition 1 Suppsons Z; = v1 + v+ ... + v pourt = 1,...,7T et vy est une

vecteur de dimension n x 1. De plus,

oo
v =V(L)e = Z Vs
s=0

avec U(L) absolument sommable. On suppose également que € es i.i.d. centré a
zéro, E(e}) < oo et E (e€;) = X. On note la décomposition de Choleski de ¥ comme

étant ¥ = PP’ et on définit
Dy = E(upu_s) Z\ymmﬂ

pour s = 1,2,... et la matrice de variance-covariance de long terme de vy est égale

a AN ou
A=T(1)P = (Vo+ Ty +U2+...) P,

Alors,

e o B AB(r)

T Y1 Zi-1v 5 A [fol B(r)dB(r) ] N4> T

o« LT 7, 7 B [ s B(T)B(r)’dr} N

et By est un vecteur de mouvements Brownien standard de dimension n X 1 et

E(B(r)B(r)) =rI.
Pour fin de simplicité, on suppose le modele bivarié suivant

Yie = oyor + V1

Yor = Yot—1 + V2t
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Les deux termes d’erreurs peuvent étre corrélés entre eux de facon contemporaine

et dans le temps. Ils peuvent étre

Ut

et v

On a donc ici un cadre général.

5.4.1 Premier cas

également autocorrélées. On définit

(Ulta U2t)l

(U171)27"' ;UT),-

v1¢ et vgy ne sont pas corrélées entre eux et ne sont pas autocorrélés. On a donc

et

E(Ultvzt—j) = 0, Vj
E(vigvi—;) = 0, pour j #0
E(vaivi—;) = 0, pour j#0
a2 0
»=| !
0 o3

rT

ar = E Yoryot
Lt=1 |

- -

ar = E Y2uY2t

L =1 |

- -

ar —a = E Yorlot
Lt=1 |

> o [yarer + v
=1

Puisque E(y2:v1¢) = 0, alors Pestimateur & est asymptotiquement sans biais. De

plus, cet estimateur converge a la vitesse 7. On dira qu’il est “superconvergent”.

En effet

T
ar — « Z Y21Y2t
=1
—_———

Op(T?)
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Il faut donc que & — « soit multipliée par T pour que la loi de cet estimateur ne soit

pas dégénérée. Selon la proposition plus haut, la loi asymptotique est donnée par

T(ar —a) 2 <a§ [/01 Bg(r)Bg(r)dr} ) B oo [/01 Bg(r)dBl(r)] o1

ou Bi(r) et Ba(r) sont deux mouvements Brownien indépendants. La distribution

conditionnelle de T (ap — ) par rapport & Ba(r) est gaussienne. On aura alors que

T (or—a) b N (0,0% <ag [ / 1 B2(T)B2(r)’dr] ) _1>

On peut alors effectuer de l'inférence standard sur le vecteur de cointégration (1, —a).

Ainsi, pour I’hypothése nulle que Hy : a = ag, on peut construire la statistique ¢:
ar — ag

~9 T -1
ST [Zt:1 Z/2ty2t]
2

2 1 T o . 2
oll 57 = 7= » ;1 U1¢ un estimateur convergent de o7. On a alors que

to =

)

L [ Ba(r)dBi(r)
o Ba(r) Ba(r)r

1/2
conditionnellement & Ba(r).
5.4.2 Deuxiéme cas

v1¢ n'est pas corrélé avec vop mais il est autocorrélé. On a donc

E(vyva—j) = 0, Vj

E(vigvii—;) # 0, pour certains j

L’estimateur des moindres carrés ordinaires est alors biaisé en petit échantillon mais
il est toujours “superconvergent”. Examinons le biais en petit échantillon. Prenons

le cas ol le terme vy; suit un processus AR(1). On a donc

Yie = oyt +vy Ol Vi = pui—1 + €1t

Yor = Yar—1 + V2.
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L’estimateur des M.C.O. est toujours

T
ar—a = [Z y?ty2t] Z Y2tV1¢
t=1 t=1
On a que

Vit = pui—1 + €1t = p[Y1e—1 — Qy2—1] + €1t

On substitue pour 'expression de & — «, alors

T
ar —o = [Z Y2ty
=1

On a que E (y2t [p (Y1:—1 — ayar—1) + €11]) # 0 puisque E(yay2:—1) # 0. On a donc

> o lp (i1 — ayar1) +exd]
=1

un biais en petit échantillon. Cependant, puisque Zthl Yory2r augmente a la vitesse
T? et que le biais augmente & la vitesse T, le biais disparait de facon asymptotique.
L’estimateur est donc “superconvergent”. Cependant, le terme de biais ne disparait
pas dans la loi asymptotique de T (&7 — «), on doit donc effectuer une correction
pour pouvoir faire de I'inférence.

Selon la proposition plus haut, la loi asymptotique est alors donnée par

T (67 —a) 5 <g§ [/01 BQ(T)BQ(T)dT] ) B o [/01 Bg(r)dBl(r)} A1

2
ol \; # o1. Dans notre exemple pour un processus AR(1), on a que A\ = \/(1?711))2.
La distribution conditionnelle de T' (cvy — «v) par rapport a Ba(r) est gaussienne. On

aura alors que

T (6 —a) % N (0, A2 <a§ [/01 Bg(?")Bg(T)'dr] ) _1>

Comment peut-on corriger pour ce terme de biais? Prenons notre exemple ou

vyt suit un processus AR(1). On a donc

Yie = oY+ ou Vg = pUig—1 + €1t
=Yyt = oyt “lt
t = t+
(1—-pL)
Y1t = PY1e—1 + Yo —apyz—1 + €1t
yir = ay + p(yi—1 — ayar—1) + €1t
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On peut donc corriger le biais en introduisant des retards du terme de correc-
tion d’erreurs. On effectue alors des M.C. non linéaires. Avec cette correction
paramétrique de la dépendance temporelle de v14, on peut effectuer de 'inférence
stantard sur le vecteur de cointégration.

On peut également faire une correction non paramétrique telle que proposée par
Stock-Watson (1993) en obtenant un estimateur non paramétrique convergent X%T
de la variance de long terme A?. On pourra ainsi faire de l'inférence standard sur le
vecteur de cointégration (1, —a). Ainsi, pour I'hypothese nulle que Hy : a = ay,

on peut construire la statistique ¢:

ar — o
< T -1’
/\1T [Zt:l y2ty2t}
ol A2, un estimateur convergent de A?. On a alors que

L [ Ba(r)dBi(r)
o 1 1/2
[fo BQ(’I”)BQ(T')dT}

t, =

conditionellement & By(r).

5.4.3 Troisiéme cas

vyt est corrélée de facon contemporaine avec vo; et vy n’est pas autocorrélée. On a

donc,

E(viva—;) = o012 pour j =0

= (0 autrement

E(viv1i—;) = 0 pour j #0.

Notre estimateur des M.C.O. est donné par

_1T

T
ar —a = [Z Z/2t3/2t] >y
t=1 t=1

puisque yor = ZiT:1 vot, alors E(yov1) # 0. L’estimateur est donc biaisé en petit

échantillon. Cependant, il est toujours superconvergent puisque Y ya:yo; augmente
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a la vitesse T? et > yo4v1; augmente & la vitesse T. Donc,
T—o0

a—a — 0.

Cependant, le terme de biais ne disparait pas dans la loi asymptotique de T (& — ),

ainsi

T(ar—a) 5 <g§ [ /O 1 Bg(r)Bg(r)dr} ) B (az [ /0 1 BQ(r)dBl(r)} o1+ E(vltv%)> .

On doit donc effectuer une correction pour pouvoir faire de I'inférence. Comment
peut-on corriger pour ce terme de biais? Puisque vq; est corrélé avec vy, on peut le

projeter dans l’espace engendré par ve;. On aura alors
V1 = 01202 + €1y
ou €14 est orthogonal a vo;. On substitue maintenant dans notre modele
Yy = QY+ vy
Yyir = Qo + d1209 + €1t
puisque Ayos = v9¢, on peut réecrire le modele comme étant
Yyie = ayat + 0124y + €1t

La loi de T (& — «) est alors conditionnellement gaussienne sans terme de nuisance.

5.4.4 Quatriéme cas

v1¢ est corrélée de fagon temporelle avec vo;. On a alors
E (vigvai—j) = 612 pour j= —p,---,p

L’estimateur des M.C.O.

_1T

T
ar —oa = [Z y2ty2t] Z Yor U1t
=1 =1

est biaisé en petit échantillon mais il est toujours “superconvergent”. Examinons le
biais de petit échantillon. Prenons ’expression suivante:

T

T t
E YatV1t = E E V25 | Vit-
t=1 1

t=1 \j=
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Cette expression est différente de zéro en espérance. On a donc un biais en petit

échantillon. Pour la méme raison que le cas précédent, I'estimateur est, par contre
“ ” . . . . . . .
superconvergent” mais le terme de biais ne disparait pas dans la loi asymptotique

de T (&7 — «), ainsi

T(ar—a) S <a§ [ /0 1 BQ(T)B2<r)er_1 o [ /O 1 Bg(r)dBl(r)] o1+ E f: Orvan

Jj=—p
On doit donc effectuer une correction pour pouvoir faire de 'inférence.
Comment peut-on corriger ce terme de biais? On va projeter vi; sur l'espace

engendré par vg;_; pour j = —p,--- ,p. Ceci nous donne

p
Vi = Z 012,jV2t—5 + €1t
Jj=—p
€1t est alors orthogonale a vo;—; pour j = —p,---,p. On substitue dans notre
modele. On a alors
p
Y1t = ayz + Z 012,jV2t—5 + €1t
Jj=-p
puisque Ayo; = v9, le modele peut étre réecrit de la facon suivante:
p
Y1t = ayor + Z 012,jAYos—j + €1t
Jj=-r
On doit donc inclure des valeurs retardées et avancées de Ays; pour corriger le

biais dans la loi asymptotique de T' (&7 — «). On peut alors effectuer de l'inférence

standard.
5.4.5 Contexte général
Pour une matrice de variance-covariance générale pour v; c.a.d.
/ /
E(vv") = AN,

on devra tenir compte des biais possibles. Cette matrice générale de variance-
covariance permet les quatre cas étudiés précédement. La loi asymptotique de

T (&r — «) sera alors,

T(ar—a) 5 (Ag [ / 1 BQ(T)B2(r)er_1 X { /0 1 Bg(r)dBl(r)] MAE zp: S

0 Jj=-p
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L’estimateur des moindres carrés optimal sera obtenu a partir de ’équation mod-
ifiée du modele. On a donc
Y1t = oy2t + V1g-
L’équation modifiée est donnée par

k P
Y1t = QYo + Z Pi(Y1e—i — yor—;) + Z 012,jAy2¢—j + €1t
i=1 i=p

On devra donc effectuer les moindres carrés non-linéaires pour obtenir nos estima-
teurs. Cette solution a été proposée par Phillips-Loretan. Les tests usuels pour
le vecteur de cointégration ont alors une loi asymptotique standard. On pour-
rait également corriger le terme de biais di a ’autocorrélation de v1; de facon non
paramétrique (Stock et Watson (1993)) au lieu d’introduire des retards de la relation

de cointégration. On évite ainsi de faire une estimation non linéaire.
Si notre systeme comporte plus qu’une relation de cointégration, on procede alors

avec le VECM de Johansen. Les estimateurs ainsi obtenus sont optimaux.

5.4.6 Inférence pour la relation de cointégration

On veut effectuer des tests pour certaines restrictions sur le vecteur de cointégration.
Prenons par exemple la parité des pouvoirs d’achat. On a

P
e P

p*
Le taux de change, les prix domestiques et étrangers sont I(1). Cependant, selon la
parité des pouvoirs d’achat, il devrait y avoir cointégration entre ces trois variables.

Récrivons cette relation sous forme logarithmique
Ine; =Inp; — Inp;
On peut donc effectuer un test de cointégration sur I’équation suivante:
Ine, = a+ Gy lnp, + Bolnp; + vy

Si vy est 1(0), alors il y a cointégration.
On peut maintenant faire un test correspondant a la parité des pouvoirs d’achats.

On a donc comme restrictions

Ho=p=1 et [r=-1
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Si on utilise comme méthode d’estimation les estimateurs optimaux de Philips-
Loretan ou Johansen (VECM), alors les tests ont une loi asymptotique standard.

On peut donc effectuer les tests de fagon habituelle.

6 Contexte multivarié

6.1 Introduction

On cherche a estimer les liens dynamiques entre plusieurs séries temporelles.

Exemple: la croissance de la monnaie et la croissance de la production.

6.2 Forme structurelle

On a par exemple la forme structurelle suivante:

Ay = bog+bAmy_1 + baAy—1 + N1y

Amy = ag+ a1y + asAmy_1 + 1ot
ou la matrice de variance-covariance de n; = (n1¢,m2¢) donné par E(nm;) = Q est
diagonale. Les chocs n1; et 12¢ sont donc orthogonaux.
6.3 Forme réduite

On peut réécrire la forme structurelle sous la forme réduite suivante:

Ay = bo+b1Amy_1 + baAy—1 4+ n1e

Amy = (ag+ aibo) + (a2 + a1by) Amy—1 + a1ba Aye—1 + 12t + a1z

Une forme réduite se caractérise par une écriture des variables endogeénes en fonction
des variables exogenes ou prédéterminées.

On peut considérer une représentation incluant plusieurs retards.

Ayp = py +011AY 1 + -+ 01pAYr—p + P11AMy 1 + -+ Y1 Amyp + €1y

Amy = iy + 021 AY—1 + - -+ + O2p Ayp—p + Vo1 Amy_1 + - - + Yo Amy_p + €24
et E(ee;) = X ot € = (€1, €2¢)-
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De fagon générale, on peut considérer la représentation dynamique sous forme

réduite de m variables contenues dans le vecteur X;
Xe=p+601 X1+ +60,X ) + €.

On appelle cette représentation vectorielle dynamique un V.A.R. (Vector Autore-
gressif Process).

Pour les m équations, on aura alors le VAR(p) suivant:

Xi=p+01 X1+ +0,Xip+ ¢

ou

Xt = (Xlt)thv"‘ ath)/)

€& = (€1t7 €2, " 7€mt)/
E(Gt) = 0 et
E(ee;) = X.

€;: est un vecteur de bruits blancs non corrélés entre eux de fagon contemporaine et
la matrice de variance-covariance ¥ est de dimension m X m.
6.4 Stationnarité

Un processus stochastique vectorielle est stationnaire si
2. var(X;) < oo, Vm et Vt

3. cov(Xy, Xpyk) = E(Xy — m)(Xyixp —m) =T dépend de k et non de ¢

On note que I'y, =T"

6.5 Estimation

Si on examine la forme réduite, c.a.d. la représentation VAR, on a un systeme
d’équations de type S.U.R.E.. Etant donné que les variables explicatives sont les
mémes pour chaque équation, 'estimateur M.C.O. est équivalent a l’estimateur

M.C.G.. Dongc, 'estimateur des M.C.O. est optimal.
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6.6 Choix du nombre de retards

2m?2p

AIC(p) = Indet(%,) +

m2plnT

SIC(p) = Indet(%,) + T

On minimise AIC ou SIC.

6.7 Causalité

Granger (1969) a proposé le concept de “causalité 4 la Granger” qui fait intervenir les
prévisions des variables a partir de leurs passés. Prenons la représentation incluant

les variables de la croissance de la monnaie et la croissance de la production.

Définition 14 On dira que Am; cause Ay si et seulement si

E(Ayi/Ays—1, Amy_1) # E(Ay:/Ays_1)

avec la notation 41 = (T4—1, Ti—2, Tt—3,...).

Ceci implique que les retards de la variables Am; aide a prédire la variable Ay; en
tenant compte des retards de cette variable. On peut effectuer un test de causalité
en testant si les retards de la variables Am,; sont significatifs dans ’équation de Ay;.
Malheureusement ce concept de “causalité a la Granger” n’a pas d’interprétation
économique.

6.8 Fonction de réponses (”Impulse responses”)

On peut obtenir la représentation moyenne mobile de la forme réduite en inversant

la représentation VAR. On peut réécrire la représentation VAR comme étant:
@p(L)Xt = €¢.

ot O,(L) = I +0O1L+0O2L? +...+6,LP. Alors, la représentation moyenne mobile

est

Xt = @(L)_lﬁt
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ou
Xt = C(L)Et

ou C(L) = Z;’io C;L7 et Cp = I. Cette représentation nous donne I'impact des
chocs ¢; sur les variables X;.
Reprenons 'exemple avec la production et la monnaie. On peut inverser la

représentation VAR de la forme réduite pour obtenir

Aye | | Hy N Cii(L) Cra(L) €1t
Amy wh Co1(L) Caa(L) €9t
ol uy; et py, représentent la moyenne non conditionnelle de Ay; et Am; respective-
ment.
Examinons maintenant I'impact du choc €1 sur Ay, a 'aide de la représentation

moyenne mobile. Cet impact est mesuré par Cq1(L).

Cii(L)ery = Coarers + CrarLey + CoqnLers + ...
= +Coi€1t +Cruers—1 + Cori€r,i—2 + C311€10-3 + ...

ot Cj 11 est 1'élément 1, 1 de la matrice C;. Le terme CY; mesure 'impact instantané
du choc €q; sur la variable Ay;.
L’effet cumulatif du choc € est donné par la somme des coefficients moyenne

mobile correspondants. Ainsi, cet effet est égal a
Cii(1)=Co11+Ci11+Co11 +C311+ ...

On appelle C;1(1) le multiplicateur de long terme puisqu’il mesure I'impact a long
terme d’un choc €1; pour une série qui est stationnaire en différence.

On peut donc mesurer 'impact de chaque choc sur chaque variable. Cependant,
ces chocs sont corrélés. Il est donc difficile d’interpréter la fonction de réponse
obtenue. On devra donc chercher a retrouver la forme structurelle a 'aide de la

forme réduite.

6.9 VAR structurels

On a donc la forme réduite



On peut obtenir cette forme en estimant le VAR et en inversant la partie au-
torégressive. Pour simplifier, on suppose ici que la moyenne non conditionnelle
du vecteur X; est égale a zéro. Comme on le mentionnait plus tot, les erreurs sont

corrélées. Ainsi
!
E(ee;) =%,

n’est pas une matrice diagonale.

On cherche a obtenir la forme structurelle

ot A(L) = > 22, A;L7 et E(mqm;) = Q est une matrice diagonale. Ainsi, pour la
forme structurelle, les erreurs ne sont pas corrélées.
Examinons les liens entre la forme réduite et la forme structurelle. L’effet con-

temporain des chocs pour la forme réduite est donné par
Coer = €

puisque Cy = I et l'effet contemporain des chocs pour la forme structurelle est donné
par Agn:. On a donc le lien suivant entre les erreurs de la forme réduite et ceux de

la forme structurelle
€ = Aony.

Si on peut identifier A(0), alors on aura les chocs structurels 7; puisque
ne = Ay 16,5.

On obtient par la suite les coefficients moyennes mobiles structurelles par les relations

suivantes:

Comment obtenir la forme structurelle & partir de la forme réduite?
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On fait face a un probleme d’identification. On veut obtenir & partir de chocs

corrélés des chocs structurels donc non corrélés.

Premiére solution possible: Sims (1980)
On va procéder a l'aide de restrictions de court terme. Pour ce faire, on va
utiliser la matrice de variance-covariance de I'impact contemporain. Cette matrice

de variance-covariance pour la forme réduite et la forme structurelle sera
¥ = A(0)QA(0)".

ou A(0) = Ap. On peut réecrire ceci comme étant,
¥ = A*(0)A*(0)

ou A*(0) = A(O)Q%. On notera par la suite A*(0) par A(0).

Le probléeme d’indentification est le suivant: la matrice X est une matrice symétrique,

% éléments différents. Pour sa part, la matrice A(0) contient m?

(m+1)
2

elle a donc
éléments différents. On cherche donc a identifier m? éléments a I’'aide de ™
éléments différents. On a donc un probleme d’identification. On devra imposer
mm=1) yestrictions.

La stratégie de Sims (1980) consiste a appliquer une décomposition de Choleski

pour la matrice de variance-covarinace 3. La décomposition de Choleski permet de

décomposer une matrice F' symétrique définie positive de la facon suivante:
F=Gq

ou GG est une matrice triangulaire par le bas. Les élément au-dessus de la diagonale
sont donc égaux a zéro.
En appliquant la décomposition de Choleski a la matrice de variance-covariance

de Deffet contemporain de la forme réduite, on obtient une matrice A(0) triangulaire
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par le bas, ainsi,

aill 0 0 0 cee 0
az1 az 0 0
asy asy ass 0
A(0) =
| Gml Om2 “°° Amm—-2 Amm-1 Omm |

Par la relation €, = A(0)n;, cette représentation particuliere de A(0) impose donc
que seulement le premier choc structurel a un effet contemporain sur la premiere
variable de la représentation VAR. Le premier et le deuxiéme chocs structurels ont
un effet contemporain sur la deuxieme variable et ainsi de suite. L’ordonnancement
des variables dans le VAR est donc cruciale.

(m—1)

De fagon générale, on peut imposer “~5— valeurs de la matrice A(0) et résoudre

le systeme d’équations résultants de 1’égalité
¥ = A(0)A(0)".

Ces restrictions peuvent provenir de raisonnements économiques (Bernanke et Mi-

hov, QJE (1998)).

Autre solution possible: restrictions de long terme (Blanchard Quah,
1989)

On va vu que 'impact a long terme d’un choc est donné par la somme des coeffi-
cients moyennnes mobiles de ce choc pour une variable non stationnaire. Reprenons
la représentation VAR sous forme réduite pour un vecteur de variables en différence.

On a alors:
AXt == C(L)Et

On peut réécrire cette forme réduite en décomposant en effet de long terme et effet

transitoire des chocs de forme réduite. On obtient alors la décomposition multivariée
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de Beveridge-Nelson. On a:

AX; =C(1)e +[C(L) = C(1)] &
AXt == C(l)ﬁt + C*(L)Aet

De facon similaire pour la forme structurelle suivante:
AXt = A(L)?]t,
on obtient la décomposition entre effet de long terme et effet transitoire:

AXy = A(D)ne + [A(L) — A(1)] e
AX; = A(1)ns + A* (L) Ang.

On a donc les relations suivantes pour 'impact & long terme des chocs de la forme

réduite et de la forme structurelle:
0(1)575 = A(l)ﬁt-

A partir de cette égalité, on obtient 1’égalité des matrices de variance-covariance de

long terme donnée par:
c(zC(1) = AM)ALY (8)

ce qui implique que

et donc

En imposant un nombre suffisant de restrictions sur la matrice A(1) mesurant
I'impact & long terme des chocs structurels, on peut identifier la matrice A(0). Par
exemple, Blanchard et Quah (1989) applique une décomposition de Choleski sur la
matrice de variance-covariance de long terme de la forme réduite donnée par (8). Ce
type de restrictions implique, par exemple, que seulement le premier choc a un im-

pact a long terme sur la premiere variable de la représentation VAR. Il est important
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de comprendre que 'on peut parler d’'impact a long terme seulement pour des series
non stationnaires en niveau et stationnaires en différence. Ces séries seront donc
incluent en différence dans la représentation VAR. Le VAR peut inclure des vari-
ables stationnaires en niveau mais les restrictions de long terme seront placées sur les
éléments de la matrice A(1) correspondant aux variables non stationnaires du VAR.
Prenons un exemple abondamment étudié dans la littérature macroéconomque. Le
VAR contient la productivité en différence mesurée comme étant le logarithme du
ratio de l'output sur les heures travaillées (y; — hy = log %) et le logarithme des
heures travaillées per capita (h:). Le VAR sous sa forme structurelle sera alors donné

par:

yr — Iy An(L) Aa(L) M1t
It Ax (L) Aax(L) 72t

La restriction imposée est que le deuxieme choc structurel n’a pas d’impact a long
terme sur la productivité, c.a.d. Aj2(1). Le premier choc structurel est alors con-
sidéré comme un choc réel associé a un choc technologique. La matrice d’effet de

long terme restreinte est alors:

A11(1) 0
Ag1(1) Aga(1)

6.10 Fonctions de réponses structurelles (”impulse response func-

tions”)

Maintenant que nous avons récupérer la représentation moyenne mobile structurelle,
on peut analyser la réponse dynamique des variables aux chocs structurels.

On a donc la représentation moyenne mobile structurelle suivante:

Cette représentation nous donne I'impact des chocs structurels 7; sur les variables
X;.

Reprenons 'exemple avec la production et la monnaie. On a la représentation
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moyenne mobile structurelle suivante:

Ayt 1y N An(L) Axa(L) it
Amy e, A1 (L) Aso(L) M2t

ou uy, et py, représentent la moyenne non conditionnelle de Ay; et Am; respective-
ment.
Examinons maintenant I'impact du choc 71+ sur Ay; a I’aide de la représentation

moyenne mobile structurelle. Cet impact est mesuré par Aqq(L).

An(Lyme = Aonime + AviiLme + A1 L2 + - ..

= Aoume +Arme—1 + A2 11m—2 + Az i3 + ...

Le terme Ap 11 mesure 'impact instantané du choc 1y, sur la variable Ay;. De fagon
générale, le terme Ay 11 mesure 'impact du choc 714 sur la variable Ay, . L’effet
du choc ny; sur la variable en niveau yy1x est donnée par la somme partielle des
termes Ag 11 & A 11. Ainsi,

8yt+k

3 = Ao+ A1 + A2+ + Agan
Mt

OYitk BZ’Z:O Ayiin _ OAyiyk OAY 11 0AyL
En effet, Ime e = o T ome T ame

L’effet cumulatif du choc 7; est donné par la somme totale des coefficients

moyenne mobile correspondants. Ainsi, cet effet est égal a

0
lim Yt+k
k—oo 8771,5

= All(l) = A0711 + A1711 + A2,11 + A3711 +....

Lorsque la variable X; est en différence, comme ici avec Ay; et Amy, on appelle
A11(1) le multiplicateur de long terme puisqu’il mesure 'impact & long terme d’un
choc nyy.

Les fonctions de réponses (”impulse response functions”) mesurent donc I'impact

de chaque choc structurel sur chaque variable.

6.11 Décomposition de la variance

On cherche ici a mesurer la proportion de la variance de la série qui est produit par
un choc structurel. En particulier, on cherche a mesurer la contribution de chaque

choc structurel a la variance pour différent horizon.
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Reprenons la représentation moyenne mobile structurelle: On a donc la représentation

moyenne mobile structurelle suivante:

Xt = A(L)T]t

A partir de cette représentation, on peut calculer la prévision de X¢41 conditionnelle

a I’ensemble d’information au temps t. Cette prévision est donnée par:

EtXt+1 = Alnt + A277t71 + A37]t72 + ...,

L’erreur de la prévision est donc

X1 — EeXip1 = Aones

La prévision de Xy, 9 conditionnelle & ’ensemble d’information au temps ¢ est donnée

EyXiio= Ao + A1+ Agmp 2+ ...

L’erreur de prévision est alors

Xito — Bt Xipo = Aoeg2 + A1y

De facon générale, la prévision de X; .5 conditionnelle a ’ensemble d’information au

temps t est

EyXivn = Anme + App1Mi—1 + Apgone—2 + .. ..

et lerreur de prévision correspondante est

Xivh — Bt Xoon = Aonegn + -+ Aifegn—1 + Aoy + -+ Ap_1me41-

A partir de ce résultat, on peut calculer la variance de la série provenant de chaque

choc structurel pour différent horizons h de prévision.

Reprenons maintenant notre exemple. A partir de la représentation moyenne

mobile structurelle de Ay, on peut obtenir la variance de I'erreur de prévision a

différents horizons pour les deux chocs. Ainsi, de facon générale pour un horizon

9 h?? .

Ayirn — EtAyen, = AoniMigsn + At e4h—1 + -+ Ap—1,11M1,641

+Ao,12m2,6 40 + A112M204h—1 + -+ Ap_112M2,041-
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On peut donc obtenir la variance de 'erreur de prévision due aux deux chocs struc-

turels comme étant

oay(h) = [(A011)” + (A111)* + -+ + (An-111)?] o7,
+ [(Ao2)? + (Ar12)” + -+ + (Ap-1,12)°] o

.
On peut ainsi avoir la proportion qui provient de chaque choc structurel. Pour le
choc structurel 1, on a

[(Ao11)? + (A111)? + - + (Apo111)?] 02,
oA, (h)

et pour le choc structurel 2,

[(A012)? + (A1,12)? + -+ + (Ap—112)?] 07272

o3y (h)

Cette mesure nous indique la proportion des mouvements de la série qui sont produits

par chaque choc structurel pour différents horizons. Plus cette proportion est grande

pour un choc structurels, plus celui-ci est important dans les fluctuations de la série.

7 Non-linéarité des données financieres

Dans les chapitres précédents, on a considéré une structure linéaire pour caractériser
les données. Cependant on retrouve tres souvent des non-linéarités dans les données.
Le comportement des agents économiques face au risque et aux rendements anticipés
peut étre non-linéaire. De plus, plusieurs contracts financiers sont non-linéaires, ex:
produits dérivées.

On a également vu que les séries financieres étaient caractérisées par une dis-
tribution asymétrique et leptokurtique. Pour obtenir une telle distribution, on doit
considérer une modélisation non-linéaire.

Les modeles non-linéaires sont beaucoup plus difficiles a étudier. On a habituelle-
ment pas de forme analytique pour les estimateurs. On doit utiliser des algorithmes

d’optimisation. Ces modeles sont donc beaucoup plus lourd & manipuler.
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8 DModeles non linéaires univariés

Par le théoreme de Wold, tout processus stationnaire du second ordre admet une

représentation moyenne mobile infinie:
Yy =0(t) +¢(L)e

ol € est un bruit blanc faible, (L) = 2% ;L et > o217 < oo avec ¢y = 1.

Si la série a un comportement non linéaire, les non-linéarités se retrouveront
dans le terme d’erreur e;.

Lorsqu’on cherche a modéliser la série de fagon non linéaire, on exprimera cette
série en fonction de terme d’erreur i.i.d.. Ainsi, on aura la représentation générale
suivante:

Ty = f(€t7€t—1,€t—27 )
o0 € est 1.1.d.(0,1) et () est une fonction quelconque.
Cette fonction est trop générale pour étre utilisable. On peut considérer le cas

particulier suivant:
xy = g(€—1, €—2,...) + eth(€—1, €1—2, ...)
avec E;_1(e?) = 1. La fonction g() représente la moyenne conditionnelle:
Ey q1xp = Q(Et—l, €t—2, )
et la fonction h(), la variance conditionnelle:
By [(w: — Et—lxt)Z] = h(€t—1, €t—2, )2

Le modele sera non linéaire dans sa moyenne si g() est non linéaire et non-linéaire
dans sa variance si h()? est non linéaire.
Exemple de modele non linéaire dans sa moyenne: un processus moyenne mobile
d’ordre 1 non linéaire:
Ty = € + oze%_l
. Dans cette exemple, g() = ae?_; et h() = 1.
Les modeles ARCH tel que le ARCH(1) suivant:

est non linéaire dans sa variance. Ainsi, g() =0 et h() = /ae?_.
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8.1 Quelques modeles paramétriques non linéaires

On veut représenter la fonction g() par 'expansion de Volterra. Ainsi, on peut
représenter tout processus stationnaire strict par une approximation polynomiale
dans un bruit blanc gaussien, c.a.d.:
0o o oo o oo oo
=pt Y b+ > Y Oyeie g+ Y > > Oiperierjer g+
i=—o00 i=—00 j=i i=—00 j=i k=j
On peut également avoir une représentation de type autorégressive. On aura

alors:

[© < 2ENNe olNe o]

M+Za1$t z+zzbz]$t iLt— ]+Zzzczjkxt iTt—jTe—f + -

=1 j=i i=1 j=1 k=j
On peut également avoir une représentation de type ARMA. Par exemple, le

modele bilinéaire a la forme suivante:

M+ZO&ZEt zJFZﬂzxt Z‘FZZ’YU:Ut i€t—j

=1 j=i
Une généralisation particuliere de ce modele va étre caractérisée par de ’hétéroscédasticité

conditionnelle (voir plus bas):

P T
Ty = p+ Z Qi€ + Z/Bift—iet + €

i=1 =1

dans lequel:

P
E(xe|li—1) = p+ Z Qi€t—i

2
VC”’(It\It 1 <1+Zﬁ1€t z) 0'6

8.1.1 Modeles linéaires par morceaux

Modeéle TAR (Threshold Autoregressive Representation)

Le modele TAR(1) sera du type:

o1+ P11+ e st oxi <k

ay + Poxi—1+ € st ;41 >k

Tt =
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Dans le graphique qui suit, la ligne noire est une série générée a ’aide du pro-

cessus TAR suivant:

0,92, 1 +¢€¢ st x4-1 >0
Tt =
—0,92s14+€¢ st ox1 <0

et la ligne rouge représente le processus suivant:

0,521 +¢€ st x4-1 >0
Tt =
—1, 9z 1+ € st xi1 <0

avec €, ~ N(0,1)

Processus TAR(1l)

Dans ce type de processus, il y a beaucoup de persistance lorsque x; est positif
alors que 'autocorrélation devient inférieure a zéro lorsque que la série est négative.
La conséquence est que le passage sous zéro est de tres courte durée. De plus, comme
on peut voir sur le graphique qui suit, la non-linéarité fait en sorte que la densité
de z; est de moyenne non nulle et est asymétrique (j’ai utilisé le premier processus).
Selon cette simulation, la skewness tend approximativement vers 1,9 et la kurtosis

vers 3,3.1

'l est & noter qu’on pourrait calculer formellement ces deux valeurs mais 1’objectif est unique-

ment d’illustrer ’effet de la non-linéarité.
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Density

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

Prenons 'exemple des rendements journaliers de l'indice de la bourse de New-

York entre juin 1996 et septembre 1999:

Bourse de New—-York

0.02

rendements
-0.02

-0.06

T T T T T T T
1996.5 1997.0 1997.5 1998.0 1998.5 1999.0 1999.5

temps

Le processus qui minimise le critére d’Akaike est un AR(1). Le résultat de ’estimation

est:

Estimation E-type test-t valeur-p
arl 0.0299688  0.0349428  0.858 0.3911
constante  0.0006485  0.0003526 1.839 0.0659

Regardons maintenant le résultat de I’estimation du modele TAR(1) suivant:
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S+oTri1+e si ri—1>0
Tt =
O+ ¢ ri1+e si r1<0

qu’on a obtenu en estimant le modele suivant par les MCO:

re =0+ ¢+’r‘t711(m7120) + ¢_’r‘t,11(,,t71<0) + €

ol 1,y est une fonction indicatrice qui est égale a 1 si I'expression dans la parenthese

est vraie et est égale a 0 sinon.

Estimation E-type test-t Valeur-p
0 -0.0003375  0.0005138 -0.657 0.51140
¢~ -0.0983034  0.0599229 -1.640 0.10129
ot 0.1693816  0.0633457 2.674  0.00765 **

Le processus est donc similaire aux deux processus qu’on a simulés plus haut.

Pour voir si ce processus reproduit les caractéristiques du rendement de l’indice,
noua avons généré un processus en supposant que les estimations sont les vraies
valeurs des coefficients et que ¢ ~ iid N(0,1). On remarque que la moyenne
échantillonnale est positive malgré le fait que la constante soit négative. De plus,
le processus est légerement asymétrique comme pour le rendement du portefeuille.
Par contre, la simulation ne reproduit pas la kurtosis du rendement. En effet, la
kurtosis de ce dernier est égale a 8,4 alors que celle de la série simulée est de 2,9.
On va donc devoir considérer d’autres types de non linéarité afin de reproduire le

comportement leptokurtique des rendements.
Modeéle TMA (Threshold Moving Average)

Le modele sans effet contemporain (Wicker 1981) a la représentation suivante:

W+ €+ 1€p—1 st 61 <0
Tt =
W+ €+ o€r—1 st €-1>0

Avec effet comtemporain (Guay-Scaillet 2003)
Xt = p+ageleco+ o etle>0 +aye—1le<0 + af e—11e, >0
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On a également des modeles avec changements structurels. Par exemple:

w1+ Pz + e pour t=1,---,T}
po + Boxi—1 + € pour t=Ty+1,---,T

Tt =

Modeéles a changement de régime (Hamilton 1989)

On a une modélisation du type suivant:

ay+ Bz +e st Sp=1
ag+ o1+ ey st Sp=2

Tt =

ou S; est une variable d’état non observable ayant une matrice de transition P

modélisée comme étant une chaine de Markov. Ainsi:

1 _
p— P11 D22

l—pu  p22
pu=P{S, =1]5-1 =1}

po2 = P{S; = 2|51 =2}

Remarque: la variance change selon le régime. (référence: Hamilton, Time Series

Analysis chapitre 22)

Exemple: Prenons 'exemple de la croissance trimestrielle du PIB aux Etats-Unis

de 1947 a 1991. Les régimes sont: Sy = 1: croissance positive et Sy = 2: croissance

négative. 2

2L’exemple est tiré de ” Analysis of financial time series” par Ruey S. Tsay, chapitre 4.
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Croissance trimestrielle du PIB
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Cette série représente bien les processus a changement de régime car il y a de
longues périodes consécutives de croissance positive suivies de périodes consécutives
durant lesquelles la croissance est négative. Les résultats de l'estimation du AR(4)

a changement de régime sont:

régime 1
Coefficients ¢ ®1 G2 ¢3 P4 o1 P21
Estimation 0.909 0.265 0.029 -0.126 -0.110 0.816 0.118
E-type  0.202 0.113 0.126 0.103 0.109 0.125 0.053

régime 2

Coefficients c1 R o o3 o4 o1 D12
Estimation -0.420 0.216 0.628 -0.07v3 -0.097 1.017 0.286
E—type 0.324 0.347 0.377 0.364 0.404 0.293 0.064

ou po;1 = 1 — p11 est la probabilité de tomber en récession alors que pio = 1 — poo
est la probabilité de sortir d’une récession. On peut démontrer que l'inverse de ces
probabilités représente la durée moyenne de chaque régime. Les récessions ont donc
une durée moyenne de 3,69 trimestres alors que les périodes d’expansion durent en

moyenne 11,31 trimestres.
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9 Estimation non paramétrique

(ref. Tsay, chap 4)

Si on ne connait le type de non linéarité, on peut de facon générale supposer que

Y; est une fonction quelconque de X;:
Ye =m(Xy) +
Si on avait n valeurs Y; pour un X; donnée, on pourrait estimer m(X;) par :
1 n
(X)) =~ 2; Y;
1=

En pratique on a qu’un seul Y; pour chaque X;. Mais si on suppose que la fonction

m(z) est suffisamment lisse, on peut estimer m(z) en calculant la moyenne des Y;

dans un voisinnage de x comme le démontre le graphique suivant:

" A

m(x) est app = la moyenne des points dans ce voisinnage

m(x)

On va donc estimer m(x) de la faon suivante:
. I
m(z) = T Z;wt(@Y}
1=
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o wi(z) représente une pondération qui accorde plus d’importance aux Y; associés

aux Xy proches de x. On peut représenter wi(z) de la faon suivante:

Kn(x — x4)
wi(2) = T =7
T ztzl Kh(x - xt)
o Kp(z) est un noyau (ou kernel) qui possede la propriété d’une fonction de den-
sité centrée a zéro et h est un parametre (bandwidth) qui détermine 1’étendu du

voisinnage. On a donc:
/Kh(z)dz =1

On a donc: -
_ Y1 Kn(z —2)Yy
Zf:l Kp(x — )

Les deux noyaux proposés par Tsay sont le Gaussien:

AR ——

m(x)

et celui de Epanechnikov:

-2 (1) 7 <

o {} représente une fonction indicatrice. Le graphique qui suit illustre I’allure des

deux noyaux pour h = 2:

dl
0

0 20 40 60 80 100

Index

Pour examiner la performance de cet estimateur, considérons le processus suiv-

ant:
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Y = sin(Xy) + uy

avec X; € [—2m,27] et uy ~ N(0,1). Le grahique suivant illustre le processus Y; ,
Iestimation de m(z) a l’aide du noyau gaussien et h = 1 et la vraie fonction, sin(z)

(la ligne bleu est 7 (z) alors que la ligne rouge est m(x)):

0 50 100 150 200

Index

Voici 'estimation de la méme fonction avec le noyau de Epanechnikov et h = 1:

0 50 100 150 200

Index
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Il reste a présenter comment choisir h. Ce sera dans une version future du document.

10 Tests univariés de non-linéarité

10.1 Test de Hsieh

On considere des tests basés sur des moments d’ordre supérieurs a deux. Comme
on a vu dans les exemples de la section précédente, la nonlinéarité a un impact sur
les moments d’ordre 3 et 4. Par exemple, Hseih a introduit un test basé sur une
statistique considérant le moment d’ordre 3. La statistique du test est la suivante:
E [l'tl't—ilit—j]

Qi) = 2

Pour des données qui sont i.i.d. ou pour un modele de martingale (non-linéaire
seulement dans la variance) alors Q(i,5) = 0.

L’estimateur sera ’équivalent empirique de cette statistique:

Q(z ) . [% Zt thl’t—z‘ﬂ?t—j]
)= 1 213/2
[7 2 at]
et
VTQ(i.j) £ N(0,V)
0 1 2.2 .2
v (727 xt—ixt—j]
3
[+ 2 7]
On veut tester simultanément ;; =0 V 4,5 = 1,--- ,k pour un k donné. Ceci

peut se faire & 1'aide du test y? suivant:

A~

) k k Q2
-y yre
i=1 j=1

Le choix du parametre k se fait de la faon habituelle en tenant compte du fait que

la puissance diminue lorsque k augmente alors que le niveau est biaisé si k est trop

faible.
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Exemple: Considérons la série des rendements journaliers du titre de IBM de

1962 & 1997 3.

Rendement IBM

10

-10

T T T T T T T
1965 1970 1975 1980 1985 1990 1995

Jours

La statistique pour k=4 est égale a 15,03 pour une valeur-p de 0,57. Donc on ne
rejette pas Ho:linéarité. Si on aumente k, on obtient des résultats similaires. Le
résultat ne signifie pas que le rendement du titre est linéaire car ce test ne détecte

pas la nonlinéarité dans la variance.

10.2 Test BDS (Brock, Dechert, Scheinkman (1987))

Ceci est un autre test non-paramétrique mais qui test I'hypothese iid d’une série
temporelle. Il devrait donc pouvoir détecter la nonlinéarité dans la variance et
dans la moyenne. Sa construction est quelque peu complexe car elle fait appel a la

”correlation integral” dont 1’équivalent empirique est:

_ 2 Iyl _

3Source: http://www.gsb.uchicago.edu/fac/ruey.tsay/teaching/fts/
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0 Xf = (zi, Tig1, -+, Tiri—1)" et I5(X;, X;) est une fonction indicatrice égale & 1 si
| XL X Jl || < & et zéro sinon o || . || signifie supnorm (la plus grand distance entre les

éléments des deux vecteurs)). Les auteurs ont démontré que
ﬁ[ck((s, T) - Ci(5, T)] — N(0,v)

avec
k—1

v=4|N" 42> NFICY 4 (k- 1)°C% — B*NC*2
j=1
o C peut étre estimé par C1(0,T) et N par:

6
TR T BT —h 1) 2 ezl )

t<s<u

N(5,T) =

On doit retirer la dépendence linéaire avant d’effectuer le test. On estime donc le
ARMA (p,q) approprié et on teste les résidus. Le vecteur (z1,---,xp)" utilisé plus
haut représente donc les résidus et non la série originale.

Les propriétés du test dépendent du choix de k et d. Par exemple, pour T" = 800 le
niveau du test est de 5% (pour une valeur critique de 1,96) si § tourne autour de 1
a 1,5 fois I'écart type de x et ce pour des valeurs de k comprises entre 4 et 6. Ce
niveau est maintenu pour différentes densités de . Il n’y a que pour une variable
iid chi-carré que la taille de 1’échantillon doit dépasser 1000. De plus, la puissance
semble excellente lorsque 7' = 1000 pour différente alternative: (i) ARCH, (ii) TAR,
(iii) TMA, etc.
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Exemple: Sion applique le test au rendement du tire de IBM, on obtient:

k 0

o | 1.5oy,
2 112,7 | 134
3116,1 | 16,4
4118,8 | 18,6
5| 21,71 20,9
6| 24,5 | 22,8

La linéarité est donc fortement rejetée. Etant donné que le test précédent n’a
pas rejeté ’hypothese nulle, il est donc fort probable que la nonlinéarité soit dans

la variance.

10.3 Test Reset: Ramsey(1969)

Ceci est un test paramétrique. La procédure est la suivante: On estime le AR(P)

suivant:

Xi=0+m1Xe1+- +0pXsp+ &
et on obtient la somme des carrés des résidus SC'R1, la moyenne conditionnelle de
Xti
X =0+ Xpg 4+ épXt—p

et les résidus €;. Ensuite on estime:

& = 0+ ¢ X1+ +opXiyp

P XE 4 s X

et on obtient la somme des carrés des résidus SCRs. Le test est:

(SCRl — SCRQ)/(S +p)

F= SCRy/(T - s)

On peut également tester directement les modeles paramétriques qu’on a vu plus

haut (TAR, TMA, etc.)
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11 Modeles a hétéroscédasticité conditionnelle

Pourquoi I’hétéroscédasticité conditionnelle peut-étre intéressante en finance?

On va supposer un modele AR(1):
ye=u+dyi1+e Vi, |o] <1
ol €; est un bruit blanc faible satisfaisant la condition de différence de martingale:
E(et|er—1) =0

On va introduire une liaison temporelle de la variance conditionnelle par 'intermédiaire

d’un processus autorégressif:
& =c+ae | +u VYt

ou u; est un bruit blanc fort.

On a besoin de certaines conditions:
1. |a| <1
2. 1l faut assurer la positivité de €?

Les conditions suffisantes pour le point 2 est a > 0 et ¢+ u; > 0 pour toute
valeur admissible de u;. On a donc une contrainte pour le support de la loi de ;.

Propriétés du processus d’innovation ¢
On a fait 'hypothese que E(et|et,1) = 0. Ceci implique que E(et’et_h) = 0 par
le théoreme de projection itérée:
E(et|er—n) = E[E(etkt,l)’et_h] = E(0|ei—p) =0
Par remplacement récursif, on obtient de I’équation de €? que:
G=c[l+a+ +d | +a" ) +u+au1+-+a" upp

Alors

2 1—ah h 2
B(etfern) = e + el
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donc
1—ah
1 “a +ah€?_h

V(Gt‘Et,h) =C

Si h — oo, on obtient la variance non conditionnelle:

Vie) = . . homoscédasticité
—a
Propriétés du processus y;
1—¢h
E(yelye—n) = p ot " ys

V(yt|yt—1) = V(Gt‘yt—ﬂ =c+ae

Distribution des erreurs
On peut obtenir d’autres résultats si on précise la loi des termes d’erreurs ;.

Engel(1982) suppose que ¢; est conditionnellement normal, c.a.d.:
et|ee—1 ~ N(0,c+ aer )

Ce processus conditionnellement normal n’est pas marginalement gaussien.

On a que

On calcule le Kurtosis:
B E(ef) B 1—a? -1
"~ 3E(e7)2 1 - 3a?

La distribution est dite leptokurtique.

11.1 Extension des modeles ARCH
11.1.1 Modéle ARCH(q) Engel(1982)

Généralisation du modele ARCH(1). On aura que:

q
2 2
€ =c+ E Qi€ 1 + Uy
i=1
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et
E(Et‘ﬁt_l) =0

ou u; est une différence de martingale. La variance conditionnelle est donc:

q
V(et‘et_l) =c+ Z az-ef_i
i=1

Différence de martingale

E(Et‘et—l) =0

V(e) = Q indépendant de t
11.1.2 Modéle GARCH(p,q) Bollerslev(1986)

On peut introduire une partie moyenne mobile. Le modele est défini par:

E(Et‘ﬁt_l) =0

q p
Vet|er—1) = hy = c+ Z el + Zﬁz‘ht—z‘

i=1 j=1
Ce modele peut étre réécrit sous une forme plus facile a comparer avec I’écriture

autorégressive. Introduisons I'innovation suivante:
Ut = E% — ht

On remplace dans la formulation GARCH:

q P

2 2 2

€ —ur =c+ E e + E Bi(ei_j — ut—j)
=1 =1

et donc
maz(p,q) P
6,52 =c+ Z (Oéi + ﬂi)ef_i + up — Zﬁjut_j
i=1 j=1

C’est une sorte de représentation ARMA pour le processus €?.
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11.1.3 Modéles ARCH-M Engel-Lilien-Robins(1987)

L’idée qu’un actif risqué produit un rendement supérieur suggere que la variance
conditionnelle devrait étre une variable explicative pour un processus de rendement.
Le ARCH-M (ARCH-in-mean) nous permet de modéliser cette caractéristique. Ex-
emple:

yr = T35 + dhy + €

ou ¢; suit un procesus GARCH.

11.2 Stationnarité d’un processus GARCH(p,q)

On a que:
E(Et‘et_l) = 0
q P
V(€t|€t,1) =h;=c+ Z OZiE?_i + Zﬁjht*j
i=1 j=1
Propriété Un processus ¢ satisfaisant un modele GARCH(p.q) avec des coefficients
positifs: ¢ > 0, a; > 0 et §; > 0, Vi, Vj, est asymptotiquement stationnaire au

second ordre si:

q p
a)+B(1) =) a+> Bi<1
i=1 Jj=1

11.3 Kurtosis

On suppose un processus GARCH conditionnellement gaussien. Dans un tel cas, les

moments d’ordre 2 et 4 du processus sont liés par:
2
Bletleir) = 3[E(er1)]
On prend l'espérance non conditionnelle de chacun des membres:

E(e) = E[E(ele-1)]
= 3E[B(la-1)]”
> 3{E[E(et2|et_1)] }2 —  Inégalité de Jensens
= 3[E()]’
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On peut en déduire que

et ef €r—
jo B VBl )
3[E(€t)] [E(Et)]

Le kurtosis est donc lié a I'hétéroscédasticité conditionnelle.

Inégalité de Jensens Si h() est une fonction convexe, alors:

E [h(x)] > h [E(x)]

De la méme fagon que pour le processus ARCH(1), on peut montrer pour le
processus GARCH(1,1) que si 1 —2a2 — (ay + $1)? > 0 alors le Kurtosis est donnée

par:
_ E(ef) 1= (a1+p)?
N 3E(6%)2 11— (Oq —|—ﬁ1)2 -2

La distribution est donc leptokurtique.

> 1
of

12 Estimation par le pseudo-maximum de vraisemblance

On détermine l'estimateur du (pseudo) maximum de vraisemblance en se basant sur

I’hypothese de la loi conditionnelle normale. La vraisemblance est:

T
L(Y;0) = [ e(y; 0)
t=1

ou l; est la densité conditionnellement au passé. L’estimateur est obtenu comme
étant:

07 = arg max [InL(Y;6)]

Cette estimateur du pseudo-maximum de vraisemblance dépend a la fois de la vraie
distribution sous jacente et de celle utilisée pour calculer la vraisemblance (ici la
loi normale). Sous diverses conditions de régularité, cet estimateur est convergent,
méme si la véritable loi sous jacente n’est pas conditionnellement normale. De plus,

cet estimateur est asymptotiquement normal et a comme variance asymptotique:

Vas [\/T(éT - 9)} — gt
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ou
J—E _821nlt(Y;0)
—° 9000’

et

I—E Olnly(Y;0) 0lnl(Y;0)
- 90 o6’
E . . s R Lo
o désignant ’espérance par rapport a la vraie loi.
Généralement, J et I sont différentes. Ces deux matrices sont semblables si la

vraie loi est la loi utilisée pour obtenir I'estimateur du PMV. Alors, on a:
Vas VT(Or = 0)] =71 = 17
Exemple de 'utilisation du P.M.V.:

On suppose une suite de variables aléatoire indépendantes de méme loi Yy, t =

2

1,---,T, de moyenne m et de variance ¢ inconnus. La log-vraisemblance basée sur

I’hypothése de normalité est:

T
-T T 1
InL = 711&02 - §1n27r— T‘Zz:(Yt—m)2

les C.P.O. sont:

Oo? 202 o

Ces estimateurs sont convergents méme si la vraie loi n’est pas normale.
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On obtient pour I et J:

[ LB (Ym) B X" [—gp2 + gpa (Y —m)?]}
I =
| B [~k + g (Y —m)?]} B [—5k + g (Y —m)?)?
I s B ()
i ﬁE(u:;) 35(;41
ouu = Y;m et k= 3(%‘;)2 = %“4

J a la forme usuelle:
0

1
204

1
J=|
0

La matrice de variance-covariance asymptotique est:

mr —m [ o? o3 Bu
Vas (VT | .0 - \
62 — o2 o3Eu? (3k —1)o
0'2 ms
ms  (3k —1)ot

ott m3 = E(Y —m)3.

Si la vraie loi est normale, on a m3 = 0 et £ = 1; les deux estimateurs mp et

~92 ) . £ 40 ) "
o7 sont asymptotiquement non corrélés. Ce n’est pas le cas en général. Il y aura

corrélation entre les deux estimateurs si la loi présente de I'asymétrie.
12.1 P.M.V. avec de I’hétéroscédasticité conditionnelle
On a le modele suivant:

E(Yt|Yt—1, X) = mt(e) = m(Yt—l, Xt7 0)

et
V (Yi|Yie1, X) = he(0) = h(Yi—1, X1;0)
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Ces deux moments conditionnels peuvent dépendre a la fois des valeurs passées du
processus et des valeurs présentes et passées de certaines caractéristiques exogenes X.
Ce modele inclut les différentes spécifications présentées avec de I’hétéroscédasticité
conditionnelle.

On va écrire la vraisemblance comme si la distribution conditionnelle de Y;

sachant Y;_1 et X était normale. On a donc:
T T 2
-T 1 1 ]
InL = 211127r—21;_1 In h (6 2;_1

Les C.P.O. sont:

6lnL T

1 6ht e 120h(0) =Y, — mu(6) Omy(6)
+§Z 9 T2 h(0) 00

1 t=1 t=1

Les C.P.O. peuvent étre facilement écrites en fonction des résidus ”standardisés”:

N Y, — mt(é)
Ut = ——
ht<9)1/2
On obtient
T A T
1 1 Ol (9 1 amt(G)
- _ _ 1 _ —
32 ) 00 e e o0

=—> Conditions d’orthogonalité avec les résidus et les résidus aux carrés centrés.
Si on veut diviser 6 tel que 8 = (¢/, 3')’, ot @ n’apparait que dans la moyenne

conditionnelle et 3 dans la variance conditionnelle, on a:

OInL ~Yi—-m amt 1 omyla)
o =2 ht(ﬁ) Zh 172 g =0

t=1 t=1 o

8lnL 1§T: 1 aht )
hef3

(wf—1)=0

Matrice de covariance asymptotique

On a que

SB[ L om(®)am(6) , 1 0hy(6) Ohy(6)
P 0 00 00 T 2m(0)2 90 00
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La matrice I a des expressions qui font intervenir le moment conditionnel d’ordre 3
de Y;:
M3(0) = E[(YZ - mt(e))3|Yt—17Xt]

et sa kurtosis conditionnelle:

1

Kt(e) = 3ht(9)2

E[(Y: —ma(0))*[Yi1, Xi]

Cette matrice est donnée par:

T P \An(0)2 90 oo h(0) 00 00

1 [Oh(0) Omy(0) = Omy(6) Ohy(0)
2ht<9)3[ o o0 o0 o0 ]M?’t(e)}

[3K:(0) — 1] +

Ces formules sont une généralisation de celles obtenues dans le cas d’échantillonnage.
Si Ky(0) =1 et M3,(0) =0, alors J = I.
Si le vecteur 6 peut étre écrit 6 = (o/,5)" et que a apparait seulement dans la

moyenne conditionnelle et § dans la variance conditionnelle, alors:

[ Elaeme]
- 0 L [ 1 0h(B) Bht(ﬁ)}
2m(B)* 0B Op
1 o om E dme (o) Ok
I= ’ {hiﬁ) B 3;(’61)} ’ [%iﬁ)? o) )M3t(9):| ]
N E om¢(a) Oht (B E Bhe(B) Ohe (B
’ [%iw B c’ffg')M?’t(e)] ’ [%iﬁ)? 55 8tﬁ(/)(3Kt(9)*1)]

La variance asymptotique de ’estimateur &; est

Vs (VT (a7 — @) = {JgT [hiﬁ) arrgcia) arg;(/a)] }—1

et celle de @T

Vas(VI(Br = ) = {? [zhtl %t(maht(m]}l
E

(/3)2 85 35/
1L Ohy(B) Oh(B)
Lht(ﬂ)? 98 op (3K+(0) — 1)]

< AF [ 5% ]
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On estime I et J par la moyenne empirique:

.1 ZT: Ol (Y,0r) 0Inly(Y, b7)

Ir==
T a0 a6’
t=1
G —12T: 021nl,(Y, br)
T & o0or
et
Vs (VT (b7 — 0)) = Jp IpJ gt
Considérons un modele de régression avec des erreurs ARCH(p). On a que:
Yi=zb+ ¢
oll
E(Gt‘ﬁt_l) =0
Vetler—1) =c+arer  +---+ ape?_p
ainsi

mt(é?) = $tb
hi(0) = c+ar1(Yio1 — 2410)2 + - + ap(Yip — 24 pb)?

On a deux groupes de parameétres « = b et § = (¢,a’)’. Le premier groupe
apparait a la fois dans la moyenne et la variance, alors que le second est spécifique
a la variance.

Les C.P.O. sont:

X T » T
dln L(0 1 5
I;() — S @b [ S e |+ e =0
o i hi =1 t=1""
1
A T 22
dln L(6) 15 o | €
_ L = = € — h - 0
R ; 2h§( v
=

Le premier sous-systeme correspond aux C.P.O. usuelles avec hétéroscédasticité

exogene. Le second sous-systeme a l'interprétation suivante: apres remplacement du
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parametre b par son estimateur, les équation autorégressives définissant le moment

d’ordre deux peuvent étre approchées par:

22 ) ~2
€& =ctarg 1+ +ape_,+u

ou

& =Y — xtl;t
_ 2 _ 2
V(u) = V(efler—1) = 2h;

sous I'hypothese de normalité conditionnelle

On peut donc effectuer des moindres carrés pondérés (généralisés) avec comme
poids 1/2h2.

On peut également montrer que les parametres figurant dans la moyenne et ceux
figurant dans la variance sont non corrélés asymptotiquement comme c’est le cas
pour la loi gaussienne, et ce, méme si le parametre b apparait dans la moyenne
conditionnelle et la variance conditionnelle dans le cas ou ¢; est conditionnellement
gaussien. Donc on aura que:

Jag =0

ou J,g est la dérivée de la vraisemblance par rapport a « et (.
12.2 Application a un modele GARCH
Considérons un modele GARCH(p,q) conditionnellement gaussien:
6t|€t71 ~ N(O, ht)

avec

p q

hy =c+ Z aier_; + Z Bihti—;

i=1 j=1

On réécrit a l'aide de 'opérateur retard:

B(L)hy = ¢+ a(L)é?

ou

ht =c* + (5([/)6?
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ou (L) est un polynéme d’ordre infini. Cette expression donne la variance condi-
tionnelle en terme de parametres et de variables observables. Ainsi h(#) dépend de
toutes les valeurs passées. Il faudra donc remplacer h:(f) par une approximation
tronquée dans laquelle les valeurs €2 correspondant aux dates négatives sont prises
égales a zéro. Appelons cette approximation izt(G).

La log vraisemblance sera:

N =

T 1 T €2
InL=—1In27 — - In hy(6) — _t
2 TR MO 2 T

12.3 Test d’hétéroscédasticité pour h(0)

LM-test (Engle (1982))
On suppose le modele ARCH(p) suivant:

yr = my(a) + ()

hi(a) = Bo+ Y Bie;—j(a).

j=1

L’hypothese nulle homoscédasticité conditionnelle est:
H() : ﬁ]:O V]:Lp

On peut facilement effectuer le test de type LM de la fagon suivante: on effectue
premierement les moindres carrés ordinaires sur la premiere équation pour obtenir
les résidus estimés ¢;. Ensuite, on effectue un test sur les retards des résidus aux

carrés dans I’équation des résidus aux carrés. On a alors,
& =Bo+ P&l + ol o+ ...+ 5p€?_p + ug.
On peut montrer que la statistique LM du test est égale a
LMy = TR* 5 x*(p)

ot R? est le coefficient de détermination de la régression des résidus aux carrés sur

ces retards.
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Q-Statistique des résidus aux carrés
Mcleod et Li (1983) ont proposé la statistique de test de Ljung-Box pour le
carrés des résidus comme test d’hétéroscédasticité conditionnelle. Dans ce contexte,

la statistique est donc:
=T(T+2 —t
Qm) =T+ Y 7%

ou T est le nombre d’observations et ﬁ% est I'estimateur de ’autocorrélation d’ordre
1 des résidus € aux carrées. Cette statistique suit de facon asymptotique une loi du
chi-deux & m — p — ¢q degrés de liberté. p et ¢ étant 'ordre du processus ARMA
caractérisant la moyenne conditionnelle. Ce test est asymptotiquement équivalent

au test de type LM proposé par Engle (1982).
12.4 Validation de la réprésentation a hétéroscédasticité condition-
nelle

De fagon générale, la représentation retenue a la forme GARCH suivante:
yr = X0+ e

et
p q
h,t =c+ Z OtiG?f,L- + Z ﬁ]ht_]
i=1 j=1

On appelle alors les résidus ”standardisés”:

€t

N7

Si la spécification ARCH ou GARCH est adéquate, ces résidus standardisés de-

Vy =

vraient suivent une loi normale ou une student selon le cas. On peut donc tester
la spécifiction a hétéroscédasticité conditionnelle retenues a I'aides des résidus stan-
dardisés. Par exemple, on veut vérifier si ces résidus se comportent selon une loi

normale.
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13 Modeles a hétéroscédasticité conditionnelle multi-
variés

Jusqu’a maintenant, on a considéré la volatilité d’un seul actif. De fagon générale,
on s’intéressera a l’évolution de la volatilité dans le temps pour plusieurs actifs

financiers.

13.1 Modele non contraint: GARCH multivarié

On a le modele suivant:

E(6t|6t_1) = 0

0 ¢; est de dimension n et

V(6t|6t71) = Ht

et la matrice H; contient les éléments suivants:

q p
hk,l,t = Ck,l + Z Z aklk’l’,iék’,t—iel/,t—i + Z Z ﬁklk’l’,ihk’l’,tfi

1=1 Lk'.l i=1 Lk'.I

Exemple: H; est de dimension 2x2 et on considere un processus ARCH(1)

Ht — hllt h’12t
oy D

21t 22t

hllt = Cpp T Oy €1 16181 T Q€1 8—1€2,4—1 + O 190€2t1€2¢—1 + (19, €24 —1€1,¢—1

h21t = Cyy T Qg €14-1€11-1 + Q1o €1,t-1€21—1 + Q109 €21 16241 T+ Qpyp €24 -1€1¢-1

h12t = Cpp T Qo €14 16111 T Qppp€1,0-1620 1 F Qg0 €21 16241 T+ Qyop €24 1€1,¢-1

gy = oy + Olygy1 €14 —1€1 11 T Oy p €1 116211 + Qg €21 162,11 T Qyoyy €2,¢4—1€1,¢ 1
La matrice Hy est symétrique. Ceci implique des contraintes entre les coefficients:

c,=2¢C

kl lk

aklk’l’,i - alkk’l’,i ’ aklk/l/,i - akll’k’,i

ﬁklk/l’,i = ﬁlkk’l’,i ) ﬁklk’l/,i = ’Bkll/k’,i
Sous ces restrictions, on a
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parameétres différents. Pour un ARCH(1), on aura 1+ [n(n+ 1)]/2 parameétres pour

chaque équation. Pour un ARCH(1) ceci donne:

n 1 2 3 4
14 oot 2 4 7 11
Nombre total de parametres || 2 12 42 110

On peut réécerire la formulation GARCH générale de facon plus compact:

q P
vech(H;) = vech(C) + Z Avech(e_ie;_;) + Z Bjvech(H;—;)
i=1 i=1

o vech() indique la ”vectorisation” de la partie triangulaire par le bas. A; et B; sont

des matrices contenant les parametres correspondants.

On peut également représenter sous la forme matricielle:

=C + Z n® Et Z (In & et—i)

P
+ ZE{ n @ €;_;)Bi(I, ®€tz‘€t21:|

0 ® représente le produit Kronecker.

Exemple: ARCH(1), n=2

On a
2
hllt Cn Ay Ay Gyg €l
tht - 012 + a21 a22 a23 61t—1€2t—1
2
h?lt Co1 Qgy  Azy Q33 €1

On a 4 parametres par équation et 12 parametres a estimer. On doit donc contrain-

dre le modele dans la plupart des cas pour 'estimer.

13.2 Modéles contraints
13.2.1 Modele diagonal:

Les matrices A; et B; sont diagonales de telle sorte que h,, dépend seulement de

lui-méme.
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Exemple: ARCH(1)
hy, =cy+ bnfit—l
hiyy, = ¢y + 0,6, 165
hyy, =cpp +b e

2272¢—1

Probléeme:

e Un portefeuille d’un certain poids aq et ao des deux actifs ne respecte pas
cette représentation. La contrainte n’est pas invariante a la composition du

portefeuille.
e Ne tient pas compte de la substitution des risques entre les actifs
e Ne respecte pas les conditions de positivité.

Exemple: On construit un portefeuille d’'un poids o du premier actif et d'un poids

ao du deuxieme actif. La variance conditionnelle du portefeuille est donc:

_ 2 2
h - alh’ll,t + a2h22,t + 2a1a2h12,t

a,t
2 2
= ajc,, +asc,, +2000c,

2 2
+O‘1b11h11,t71 + a2b22 h‘22,t712a1a2b12h12,t71
qui ne correspond pas a une forme diagonale:

h,,=c,+0b,h

aTa,t—1

13.2.2 Modele avec des corrélations conditionnelles constantes (Boller-

slev 1987)

Les variances et les covariances conditionnelles varient dans le temps. Par contre,

on impose des corrélations conditionnelles invariantes dans le temps. On a alors:
€t|Q—1 ~ N(0, Hy)

Les termes d’erreurs suivent une normale conditionnelle par hypothese. La matrice

de variance-covariance est définie comme étant:
H; = D;RD;
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ou D; est une matrice diagonale contenant le processus GARCH du rendement i a

la position (7,7) et R est la matrice des coefficients de corrélation.

Exemple: On suppose un vecteur contenant les rendements de deux titres financiers.
Ainsi:
Ty =
T2t
La matrice de variance-covariance conditionnelle est alors:

1/2 1/2

11,t h12,t . hlu 0 1 P12 h11,t 0
- 1/2
o Pooy 0 & Pra 1 0 h

22,

h
h

H, =

1/2
22t

Si I’hétéroscédasticité conditionnelle du rendement de chaque titre est modélisée

comme un GARCH(1,1), alors:

_ 2
hll,t =Cp +ay,r + b11h11,z—1

117 1,¢—1

2

22t — Cao + a227’2’t_1 + b22 h22,t71

h
1/2 . 1/2
h12,t = p12h h

11,¢' 722t

Pour cette spécification, on a [n(n + 5)]/2 parametres a estimer.

Probléme: Les corrélations constantes sont souvent rejetées.

13.2.3 Modele avec des corrélations conditionnelles dynamiques (Engle-

Sheppard 2001)

On a donc le vecteur

Tt‘Qt—l ~ N(O, Ht)

Dans la modélisation introduite par Engle-Sheppard, les corrélations changent dans
le temps. Ainsi:

Hy = DRD,

ou D, est la matrice diagonale contenant le processus GARCH hl-ll-/ t2 du rendement ¢

a la position (1,1) et R; est la matrice des coefficients de corrélation.
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La stratégie des deux auteurs consiste a spécifier une structure de type GARCH

pour modéliser les corrélations dynamiques. On pose

R =Q Q@

et
M N
Qr=pu+ Z Oém(rt—mrzlffm) + Z BnQt—n
m=1

n=1

et _
Vs 0
—1 v/ 22,

0 Vv |

La matrice @)} contient les éléments diagonaux de la matrice (); élevés a la puissance

1/2.

Ainsi, on aura la matrice des corrélations dynamiques R; ou:

P P2 plN,t
Pi2:  Pazs
Rt — ) )
| Pine Ponye 0 P |
avec

Q5.4

pij,t e —
Qi Djj,e

13.2.4 Modele a facteurs
Le vecteur ¢ dépend d’un facteur F; (ou variables d’état) et d’un bruit tel que:

€4 = A Fy + et
(nx1) (nx1) (1x1) (nx1)

et A mesure la sensibilité au facteur F; (ou (), E(Fie;) =0, et

Fy|Fy—1 ~ N(0,0})

P
2 2
oy =g+ E ai by

i=1
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E(6t|€t_1) =0 y V(et]et_l) = Q

Ainsi

V(et|er—1) = Hy = 022N + Q
On peut généraliser a plusieurs facteurs.
Ce type de représentation est difficile a estimer étant donné que le ou les facteurs
sont inobservables. On va utiliser le filtre de Kalman. La distribution de €; contient

un grand nombre d’intégrales a résoudre. On peut facilement écrire la densité de ¢

et F;. La densité des observations ¢; cependant comporte des intégrales multiples:

lep,€pys - € |Fp) :/--~/l(eT,FT,eT1,FT_1,--~ €, F1|Fo)dFrp -+ - dFy

On a un nombre d’intégrales égal au nombre d’observations.
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