1 LA REGRESSION MULTIPLE

1.1 Le modele linéaire classique.

(Johnston et Dinardo, ch. 3)

yn:ﬁlx1n+52x2n+"'+ﬁkxkn+6n7 7’L:1,"',N (]-)

ou ¥y, représente le vecteur des variables endogenes, x;, sont les variables
exogenes et €, est un vecteur de termes d’erreur. La présence du terme d’erreur
signifie que la relation n’est pas exacte. En particulier, ce terme peut contenir

les variables manquantes (mais peu pertinentes) ou les erreurs de mesure.

Exemples:
1. Equation de demande
2. Fonction de production
3. Modeles macroéconomiques

On réecrit le modele 1 sous une forme matricielle
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1.1.1 Hypotheses du modele linéaire classique

1-La forme fonctionnelle est linéaire pour tous les parametres. Le modele
linéaire est plus général qu'on peut le croire. Par exemple, prenons le modele

linéaire suivant:

Yo = Ay exp(en). (3)

On peut appliquer une transformation logarithmique a ce modele pour obtenir

une forme fonctionnelle linéaire. Ainsi,

Iny, = InA+(Glnzx, +e¢,. (4)

On peut également considérer 'exemple suivant:

Yn = Bo+ Bixin + ﬁﬂ%n + €n, (5)

2- X est fixe (non aléatoire). Pour des échantillons répétés, X prend toujours

la méme valeur.

3- La matrice X est de Rang = K. Ceci implique que:

e Le nombre d’observations > le nombre de variables explicatives.

e Il n’y a pas de relation linéaire parfaite entre les variables explicatives.

Donc, X est de plein rang.

Examinons, ’exemple suivant:

Yn = ﬁO + ﬁlxln + /621'271 + €n. (6)
et
X



On suppose que

Lon = Cl1n
et on suppose que cette derniere relation est non observable. Alors,

Yn = Do+ Bixin + Boxon + €n,

Yo = Bo+ (B1+cBa)x1n + €n,
—_———
8%
Yn = ﬁO + ﬁikxln + €,

avec 07 = (1 + ¢f)

4- E(e) = 0 ou E est l'espérance mathématique. On aura alors,

B(Y) = B(XB)+ E(0) @
~ X8 (8)
On a donc,
.
OT I I
| Bew] o]

5-La matrice de variance-covariance des termes d’erreurs est donnée par:

Iy 2 , .
E(\e/\e/)—a L. (sphérique) 9)
Nx11xN NxN
puisque
E(e) =0

ceci implique que



On a donc,

var(e;)  cov(er,€g) -+ cov(er,en)
cov(exer)  war(ey) -+ cov(eg, en)
| cov(ener) cov(en,€z) -+  war(en)

= var e] = 0?1

e Chaque terme d’erreur € a la méme variance, o2 (homoscédasticité vs.

hétéroscédasticité).

e Les termes d’erreurs ne sont pas corrélés entre eux.

Remarque: On ne spécifie pas la loi pour le terme d’erreur

1.2 Les moindres carrés ordinaires

On cherche a minimiser la somme des carrés des termes d’erreur. Ainsi,

N
S = Z(Yn - 51X1n - ﬁ?XQn T e T ﬁkan)27
n=1
= Y -Xp) (Y - XpB) (10)
1xN Nx1

L’estimateur de 3 est obtenu comme étant la solution du probleme suivant:

3 = argmin (Y — X3) (Y — Xp) (11)

= argmin S (12)
On réécrit la fonction S:
Y'Y -2V XB+3X' XS (13)
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Remarque:

07'AZ
= 2AZ
07 ’
et
0AZ
— = A
0z
Les conditions du premier ordre (C.P.O.) sont par les équations suivantes:
§:—2X’Y+2X’X5:O, (14)
ap
donc,
(X'X)3 = X"Y, (15)

mais comme (X'X) est de rang K, on peut donc 'inverser. On obtient,
B (X)X, (16)

De plus, la dérivé seconde est donnée par
0?8
opop!

qui est une matrice définie positive. On a donc un minimum.

=2X'X, (17)

Remarque: M.C.O. vs. M.C.G.

Pour les moindres carrés généralisés, on a
S = (Y = XB)W(Y - XB) (18)

ou W est positive définie. Les moindres carrés ordinaires correspondent au cas
ou W = 1.

On va maintenant étudier les propriétés de ’estimateur des moindres carrés
ordinaires. En particulier, on va montrer que cet estimateur est sans biais et

qu’il est 'estimateur optimal parmi les estimateurs linéaires sans biais.



Definition 1 Un estimateur B du vecteur de parametres (3 est sans biais si et

seulement si

E(B) =

On va montrer que 'estimateur des M.C.O. est un estimateur sans biais de (3
B = (X'X)'X'Y
= (X'X)'X'(XB+e)
= (X'X)'X'XB+ (X' X) ' Xe
et en introduisant 1'opérateur espérance,
E(®) = B+ B(X'X)X'e)
= B+ (X'X)'X'E(e)
= p

puisque F(e) = 0. Donc, I'estimateur M.C.O. est sans biais.

Definition 2 Un estimateur est optimal parmi la classe des estimateurs sans

biais si sa variance est la plus petite parmi cette classe.

Théoréme 1 (Théoréeme de Gauss-Markov) L’estimateur des M.C.O. est

optimal parmi les estimateurs linéaires sans biais et il a pour variance

V(3) =o*(X'X)™! (19)

Preuve

[ est bien un estimateur linéaire, en effet

B=(X'X)'X'Y = AY. (20)



La matrice de variance-covariance de 3 est

~ ~ ~

E(B—E@)(B—-EQ@) = E|[B-8)(B-p)]
= B[(X'X)"'X'(e¢)X(X'X)]
= (X'X)'X'B(ed)X(X'X)™?
= AX'X)X'X(X'X)!
= (X'X)!
On va maintenant montrer que I'estimateur M.C.O. est de variance minimale.

Prenons un autre estimateur linéaire de forme générale.

gr=CY (21)
ainsi,
g =CY =C(XB+e) (22)
et
E(3") =CXp (23)

On suppose que cet estimateur est sans biais, on aura alors que CX = I.

Comparons maintenant la variance de §* avec la variance de (3;

var(67) = wvar(5" — 6+ )
= wvar(6" — B) + 2cov(8* — 3, 3) + var(3).

On cherche maintenant 1’expression pour le terme de covariance:

cov(*—=3,6) = E [(ﬂ* —B- (8- 5)) (B - ﬂ)/}
B {Ce— XXX (X))
= POX(X'X) ' = o} (X'X) T =0
puisque CX = [.

On a donc que:

~ ~

var(* — ) + var(B).

var(3)



La matrice var(f* — B) étant semi définie positive, la matrice de variance-
covariance de (3* est donc plus grande ou égale a la matrice de variance-
covariance de 3. Ce résultat est valide pour toute matrice C' (CQFD).

En anglais, on dira Best Linear Unbiased Estimator (BLUE).

Commentaires
e Résultats de petit ¢hantillon

e Pas besoin de spécifier la densité du terme d’erreur.

1.3 Estimateur de o2

Ce terme n’apparait pas dans S. On a fait 'hypothese suivante:
E(e€) = o*I.

On peut utiliser les résidus des M.C.O. pour calculer cet estimateur. L’estimateur

sans biais de o est:

52 €€
N-K
oné=Y — Xp.
Preuve
¢ = Y-—Xp3
= Y- X(X'X)'X'Y
= [I-XX'X)"'X'|y = My
= [I-X(X'X)7"' X' [XB + ¢
= XB-X(X'X)"'X'X3+ Me
= Me
€ = Me



La matrice M est orthogonale a la matrice X, c.a.d. MX = 0. De plus, la
matrice M est symétrique (M = M’) et idempotente (MM = M). Donc,

E(#e) = E(¢M Me)
= E(€Me)
= Eltr(¢ Me)]
— Eltr(Med)]
= tr [ME(ec)]

E(g’)]

o2 I

= tr M

= oitr M

en utilisant le fait que tr(AB) = tr(BA).

On cherche maintenant la valeur de trM,

tr M = tr|ly— X(X'X)"'X'|
= tr Iy —tr (X(X'X)'X")
= tr Iy —tr (X'X)'X'X)
= triy—trlxg=N—-K
Ainsi
Eéé =o*(N — K)

ce qui implique que

e
E = g2
(vox) =7

qui est donc un estimateur sans biais de 2. On a les expressions équivalentes

suivantes:

52 (Y — Xp)(Y — XB)
N-K
Y- X(X'X)\ XY
N-K '
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En résumé, B est une fonction linéaire de Y,
= [ =AY.
&% est une fonction quadratique de Y,

Y'AY

~2
= 0" = N_K"

Il est important de noter qu’il n’existe pas de propriété d’optimalité pour

1.4 Aspects algébriques des M.C.O

On avait comme C.P.O.
—2X'Y 42X'X3=-X'(Y — Xj3) = —X'¢ (24)

Ce qui veut dire que chaque colonne des X est orthogonale aux résidus, c.a.d.
X.€=0.
Puisque la premiere colonne de la matrice X est une colonne de 1, on a les

implications suivantes:

e La somme des résidus est égale a zéro. En effet, X{é =i¢ =" ¢ =0.

e L’hyperplan de la régression passe par le point moyen des données, c.a.d.

Y = X6.

Il est important de savoir qu’aucune de ces implications tient si la régression

ne contient pas un vecteur de 1.

10



1.5 Interprétation géométrique des M.C.O.

(Chapitre 1. Davidson et MacKinnon (1993))
Concept de projection:

Y = XB+¢
~—
Y

Y = X(X'X)'X'Y +e
N——
Py

P, est la matrice de projection orthogonale dans ’espace engendré par les X.

¢ = Y—X3
= Y- X(X'X)'XY
= I-XxX'X)"'X|y
= M,Y.
M, est matrice de projection de Y sur ’espace orthogonale aux X. On dit que

deux vecteurs sont orthogonaux si A'B = 0. Ainsi, [[ — X(X'X)™'X'] X = 0.
Par les CPO

—2X'Y +2X'X3 = 0
X'(Y-Xf() = 0
X'ée =0
Les résidus sont orthogonaux aux vecteurs des variables explicatives. De plus,
Y = Y+4eé
= X(X'X)'XY +[I - X(X'X)"'X'|Y
= PY+ MY
ou P,Y représente ce qui est expliqué dans l'espace engendré par les X et

M.,Y représente ce qui n’est pas expliqué par 1’espace engendré par les X. On

a donc une décomposition orthogonale de I’espace.

11



1.6 Projection partielle:(Théoréme de Frisch-Waugh)

On suppose le modele linéaire classique avec deux groupes (vecteurs) de vari-
ables explicatives.

Y =X.6 +XofB: +€

On cherche I'expression analytique du vecteur (5. Pour les M.C.O. on a que:
(X'X)3=X'Y
ou X = (X;Xy) et Kj + Ky = K. On réécrit:

X1 Xy XiXo By XY | (1)
X x| | e x| e

En utilisant 1’équation 1, on obtient:
X1 X161 + X Xof = X[V

puisque XX, est de rang complet, on peut inverser. Alors

B = (X1 X1) ' X[V = Xof3)]
En substituant ce résultat dans I’équation 2
X5X161 + X5 X000 = XY

X5X1[(X1X0) X (Y — Xofo)] + X Xofo = XJY

En manipulant cette expression, on obtient:
By = [X3[T — X1(X]X1) 7 X)X T XGT — X1 (X X)X Y.

On définit M; = [I — X;(X]X1)7'X]] et on a que,

M1X1 - O

12



et
MMy = [I — X, (X1X0) 7' X[ — X0 (X1 X)X

MM, = [I — X;(X;X;)"'X]] = idempotente

Donc,

By = (XM Xo) ' XOMY
By = (X5 M| M,y X5) " X, M| MY
En définisssant X; et Y* comme étant:
X; = M1X2 et Y= M1Y
Alors,
B = (X31x5) Y
La matrice X; correspond aux résidus la régression de des vecteurs colonnes

de X5 sur X; et Y™ aux résidus de la régression de Y sur X;. En effet, prenons

la colonne ¢ de la matrice X5 et posons:
XQZ‘ = X19 +u
0 = (X| X)) X Xy,
= Xoi = X0 (X[ X1) 7' X[ Xy + 1
= X2’L' - X1<X1X1)71X1X21 - fl,
[T — X1 (X[ X)) ' X)Xy =10
M Xy =1

et ceci est valide pour chaque colonne ¢ de la matrice X5. On peut maintenant

énoncer le théoreme de Frisch-Waugh.

13



Théoréme 2 (Théoreme de Frisch-Waugh) L’estimateur du sous-vecteur
(B obtenu a l'aide de la regréssion par moindres carrés ardinaires du vecteur'Y
sur les ensembles de variables explicatives X1 et Xo correspond a la regression
des résidus de la régression de Y sur Xy sur les résidus de la régression des

vecteurs colonnes de Xo sur X;.

~

P2 mesure donc ce qui provient exclusivement de X, (information orthog-

onale & X7).

APPLICATIONS

1. Omission de variables explicatives

On a le méme modele

Y = X161+ Xofs + €

On obtenait que

XpXi B+ XpXofs = X3Y
= X0Xo3, = —X,X13 4+ XY
B = —(X5X) ' X)X 6 + (X5 Xo) ' XY

Implications de I’omission du vecteur variables explicatives Xj:

e Si X; et X, sont corrélées, alors (35 est biaisé.

e Si X; et X5 ne sont pas corrélés alors 35 est sans biais.

14



On peut déduire ces deux implications directement de la formule du

théoreme Frisch-Waugh pour 3, donnée par:

. 1
B2 = [Xé[f - Xl(X{XﬂleﬂXz} X[l — X0 (X1 X0) 7' XY

. Déviation par rapport a la moyenne

On a toujours le méme modele
Y = Xlﬁl + X262 +€

mais
X1 = Z -

1

Si on régresse une variable Z (par exemple) sur i, on obtient la moyenne
de Z. En effet
m, = (")) Z==> 2,
(ORZEESY

n=1

Dans le cas ou X est égale a i, BQ correspond a la régression de (Y —iY)
sur (X, — iX5) par le théoréme de théoréme Frisch-Waugh ot1 Y et X,

sont les moyennes de Y et X5.

On a
By = [X3[1 = X1(X]30) 71X Xo) TLXG (T - X (XXX )Y

X5 = MXy=[I—i(i'") 1] Xy = (Xo —iX>)
Y*=MY =[I—i(i'i)""]Y = (Y —iY)

15



B = ()XY

3. Coefficient de détermination (R? R?)
-Mesure de la performance d’un modele.
-Représente la partie expliquée de la variable dépendante par le modele.

On a toujours le méme modele:
Y =XB+e=X101+ X006+ ¢

ol € est la partie qui n’est pas expliquée par le modele et on suppose que

Xlzi

On a que

puisque X'é = 0,

=YY =3X'X3+¢é
On définit M; = [I —i(i'i)~%']. Alors M;Y =Y —iY. On prémultiplie
notre modele par M;.

MY = M; X, + MiXQBQ + M;e.

On a que MiX; = 0 puisque X; =i et M;é = € puisque i'¢ = 0.
Alors,
MY = M;Xof + ¢

Y M{M;Y = BéXéMi/Min@ +ée

_ BXGMIM Xy

R =1
Y'MY YMY

16



ou Y'M,Y est la variance de Y (W) L’expression pour le R?
implique que

0< R2<1.

Pour que ce résultat tienne il faut absolument qu’'un vecteur de 1 soit

inclu dans la régression.

Propriété non souhaitable:
Si on augmente le nombre de régresseurs alors la statistique R? augmente.
On va définir le R? ajusté qui introduit une pénalité pour I'augmentation

du nombre de régresseur

(€€)/(N — K»)
(Y'M;Y)/(N —1)

R2=1-

ou K, est la dimension de X5.

N -1

m(l — R?) = peut étre négatif

17



1.7 Tests d’hypotheses: tests de restrictions linéaires et

tests de changement structurel

Greene Chapitre 7
Johnston Chapitre 5 et 6

Rappel

Definition 3 On appelle loi du khi-deux a K degrés de liberté la loi de Y =
X2+ ...+ X% =||X]||?, ot les variables Xx sont indépendantes, de lois respec-
tives N(mg,1). Lorsque mg = 0, pour tout K, on parle de khi-deux centrée,

de Khi-deuxr décentrée dans le cas contraire.

Propriété 1 La loi de Y = X + ... + X%, les X}, suivant indépendamment
N(mg, 1), ne dépend que de K et de A = Sk m? = ||m|®>. Elle peut étre
notée x*(K,\). X est appelé paramétre de décentrage. Une loi du Khi-deux
centrée est notée x\*(K) = x*(K,0).

Propriété 2 SiY ~ x*(K,\), alors EY = K+ \, VAR(y) = 2(K +2)\). En
particulier si EY ~ x%*(k), E(Y) = K, VAR(y) = 2K.

Definition 4 : On appelle loi de Student a K degrés de liberté, la loi de

Z = %, ou X etY sont deux variables indépendantes suivant respectivement

K
N(m,1) et x*(K). Le paramétre m est la paramétre de décentrage. Les lois de

Student centrées (m = 0) sont notées T(K).

La loi de Student contrées T

—~

K) admet pour densité:

L(EH) 1 1
T3 VE (1+2)%

ou I est la loi de Gamma.

18



Definition 5 : La loi de Fisher de degrés de liberté Ky et Ko, notées F(K1, K»)

est la loi de Z = 2?2 , ot les variables Yy et Yy sont indépendantes et suivent

respectivement x*(K1) et x*(Ks).

1.7.1 Tests d’hytpotheses pour le modele M.C.O.
Pour I'estimateur des M.C.O, on a que
B=p3+(X'X)"'X'e

Jusqu’a maintenant, on a fait aucune hypothese sur la loi que suit le terme
d’erreur €. Sion veut faire de I'inférence sur (3, une hypothese devient nécessaire
pour € afin d’obtenir des propriétés de petit échantillon. En effet, par ’expresseion

suivante:

~

(8 = constante + Ae

ou A = (X’X)f1 X', Destimateur des m.c.o. est une fonction linéaire des
termes d’erreur. En plus des hypotheses du modele linéaire classique, on va

supposer que
e ~ N(0,0°1).
B suit alors une loi normale. On aura alors des propriétés de petit échantillon.
Lemme 1 Si Z ~ N(u,X). Alors
AZ +b~ N[Au+b, AL A
On aura pour B que

B=8+(X'X)"X.
Par le Lemme plus haut, on a 'implication suivante:

B~ N(B,0*(X'X)™)
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Pour un élement du vecteur 3, on a
B ~ N (B, o> (X' X))

Si on définit S** comme étant le k ieme élément diagonale de (X’X), on

aura la statistique centrée réduite suivante:

BB
= Voo

On va pouvoir faire des tests sur différentes hypotheses par rapport a (.

Zy,

Exemple:

Ho:ﬁkzo;

Hliﬁk#o

Probléme: on ne connait pas o pour construire Z;. Si on connaissait o>
on pourrait effectuer un test directement et obtenir un intervalle de confiance.
Par exemple, on aurait U'intervalle de confiance suivant ou il existe 95% des
chances que B — 3 soit entre —1.96 et 1.96.

Lorsqu’on effectue un test, on doit choisir entre deux possibilités: rejeter

ou de pas rejeter Hy face a H;. On peut alors commettre deux types d’erreurs:

e Erreur de Type 1:
Rejet de Hy lorsque Hy est vraie.

e Erreur de Type 2:

Non rejet de H lorsque Hj est fausse.

Pour I'approche classique en statistique (’approche de Neyman), H, et
H; ne sont pas considérées de facon symétrique. On va controler le risque

d’erreur de type 1. On choisira donc une valeur qui correspond a une certaine

20



probabilité de commettre une erreur de type 1. On définit le niveau d’un
test comme étant cette probabilité d’erreur de type 1. La puissance d’un
test, pour sa part, est donnée par la probabilité de rejeter Hy lorsque Hj est
fausse. L’estimateur des m.c.o. va maximiser la puissance des tests puisque
I’estimateur a la variance minimale.
On avait donc la statistique centrée réduite
_ BB
N

On ne connait pas o2. On va donc utiliser son estimateur:

Z N(0,1)

f2 e oo
0% =% oue= Me

On construit 'expression suivante:

6> (N-K)e ¢
=B = —me

Puisque M est une matrice idempotente, on a donc une forme quadratique

idempotente symétrique d'un vecteur suivant une loi normale standard.

Lemme 2 Si Z ~ N(0,0%I) et A est idempotente de rang r. Alors

iZ’AZ ~ x2(r)

o2

On sait que le rang de M est N — K. Par le Lemme énoncé plus haut,

€., €
(=)M(=) ~x*(N - K)
o o
On a donc: .
Br — B
oz~ VO
et AQ

21



On va donc construire la statistique ¢
Br—B 5
+— \/225@@ _ ﬁk - 5k
\/(N—K)ii VG2 SRk

N-K

Par la DEFINITION 4, cette statistique suivra une loi de student & N —
K degré de liberté si le numérateur et le dénominateur sont deux variables
indépendantes.

Pour montrer I'indépendance entre

il est suffisant de montrer I'indépendance entre

B_ﬁ_ ryv\—1 vy, €
—E = (XX)TIX(S) et M

).

€
o
Lemme 3 Supposons Z ~ N(0,02I), Z'AZ une forme quadratique ot A est
une matrice idempotente d’ordre N et LZ est un vecteur de m éléments, ceux-

ci étant une combinaison linéaire de Z, alors les variables AZ et LZ sont

indépendantes si LA" = 0.

Preuve
E(AZZ'L') =0
E(AZZ'L') = AE(Z'Z)L' = 0*AL' =0
= AL =0et LA =0
On définit

L=(X'X)'X e A=M=[-XXX)"'X]

On doit donc avoir

AL'=ML =0
I - X(X'X)'XNX(X'X) ' =XX'X)"' - X(X'X)'XX(XX)'=0

22



On a donc .
BB
525Kk

On construit un intervalle de confiance avec la valeur critique de la loi de

t

T(N — K).

student pour le niveau désiré. Ainsi, l'intervalle de confiance est donné par:
Bk: + Ca Vo 258 kk

ou (', est la valeur critique.

1.7.2 Tests sur des restrictions linéaires du vecteur de parametres

g

On s’intéresse a un test pour plus d’un coefficient. On utilise la formulation
générale suivante:

HoiRﬁ:q

ou R est dimension J x K et de rang J < K et q est de dimension J x 1. Cette
condition de rang implique qu’il n’existe pas de combinaison linéaire entre les

colonnes de R.

Exemples:
1. Hoiﬁkzo
R=100010 ... 0],etq:0
2. Hy:Bj =i = 0; =B =0
R=|0010 . . .0—100},6‘5(]:0
3. Hoiﬁ_2+ﬁ3+ﬁ4=1
R=]101110 ... O],etqzl
4. Hoiﬁ_lz(),@:o?ﬁ:s:o
1000 .. .0 0
R=10100...0]|,etqg=1]0
0010 ...0 0
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On remplace [ par son estimateur et on évalue si RB — q est statistiquement

différent de zéro. On a que

~

E(R3) = RE(3) = RS

et
VAR(RB) = E(R(5 — 5))(5 — B)'R)
=o’R(X'X) 'R
Puisque B suit une loi normale multivariée,
RB3 ~ N(RB3,0?R(X'X)'R)
alors
(RG — RB) ~ N(0,0°R(X'X)"'R)

On veut faire le test suivant:
Hy:RG—q=0

On va utiliser le lemme suivant:

Lemme 4 $i Z ~ N(u,%) alors ©72(Z—p) ~ N(0,1). Si Z ~ N(u,¥) alors
(Z — pn)S"YZ — ) ~ x*(n) ot n est la dimension de Z et de 3 est de rang
complet (de rang n).

On va faire une forme quadratique pondérée par la variance (Test de Type
Wald) et en utilisant le Lemme plus haut, on connait la loi de cette forme.
Ainsi,

(B3 —a)'[0*RX'X) T R (RE — q) ~ X*(J)

24



2

On ne peut utiliser cette expression puisque ¢ n’est pas connu. On utilise

plutot son estimateur 62. On va former la statistique F suivante:
(RO — q)'[0*R(X'X) 'R (RS — q)/J

F= 52
(N = K)5)/(N - K)

X/J
Y/(N-K)

Réécrivons cette statistique comme étant F' = Cette statistique
suivra une loi de Fisher F(J,N — K) si X et Y sont indépendants, puisque
X ~ x3(J) et que Y ~ x*(N — K). On va utiliser le Lemme suivant pour

montrer I'indépendance.

Lemme 5 Si Z ~ N(0,0%I), Z'AZ et Z'BZ sont deux formes quadratiques
et que A et B sont des matrices idempotentes symétriques, Z'AZ et Z’BZ sont
indépendantes si AB = 0.

Preuve: Ona A= A'Aet B=DB'B

Z'AZ = Z'AAZ, 7, = AZ
7'BZ = Z'B'BZ, Zy = BZ
E(Z,2}) = AE(ZZ"\B' = 0*AB' =0 = AB' =0

On réécrit la statistique F:

(R(3 — B) /o) [RX'X)" R (R(5 — B)/0)/J
(MEY(ME)/N =K

o

F =

puisque @ = R(X'X)71X'(£).

3
g

Alors le numérateur de F est égal a

€

(SYX(X' X)L R[R(X'X) R R(X' X)L X(

o o

)

ot X(X'X)'R[R(X'X)'R'|7'R(X'X)~'X’. Prenons cette derni¢re comme
étant A et la matrice M comme étant B. On peut maintenant appliquer le

Lemme. On doit donc montrer AB’ = 0 ou de fagon équivalente que AM =0
X(X'X)'RRX'X)'RIT'RX'X) X - X(X'X) X' =
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X(X'X)'RIRX'X)'R]'RX'X) X’
~XX'X)'"RRX'X)'RIRX'X) X' X (X' X)X

et cette derniére expression est bien égale a 0. Alors, F' ~ F(J,N — K)

On peut réécrire la statistique F de la fagon suivante:
F=(RB—q)[6*RIX'X)" R (RG ~ q)/J

Commentaires:

Pour un test portant sur un seul parametre.
T?(N - K)=F(1,N — K)

Pour un test conjoint, pourquoi ne pas utiliser une statistique t sur deux tests

séparés?
Ho:ﬁleetHg:52=2

Raison: Bl et Bg sont corrélées, la statistique F' en tient compte.
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1.7.3 DEUX APPROCHES POUR EFFECTUER DE L’INFERENCE

(Greene, Ch. 7, Johnston, ch. 6.)

1.7.4 Inférence basée sur un modeéle sans contrainte

On a le modele non contraint suivant:
Y = X161 + Xofs + €

On effectue alors un test sur une ou plusieurs restrictions: R = ¢. Prenons

I'exemple suivant:

HO : 62 =0
On se pose la question suivante: est-ce que le vecteur 3y est significativement
différent de zéro en tenant compte de I'incertitude entourant cet estimateur?
1.7.5 Inférence basée sur un modele contraint

Pour I'hypothese nulle définie plus haut, on a le modele contraint correspon-

dant qui est:
Y =X16 +¢€

Ce modele aura une moins bonne performance que le modeéle non contraint a
moins que la contrainte soit respectée (en tenant compte de l'incertitude).
On peut effectuer un test sur les restrictions en comparant la performance du
modele contraint vs. non contraint.

On va utiliser la forme générale pour les restrictions:
RG =q.
On incorpore ces restrictions au probleme des M.C.O. On minimise
S(B) =Y = XB)(Y — XP)
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sous la contrainte que
RB—q=0
On écrit le Lagrangien

L(B) =Y = XB)'(Y = Xf) +2X(RS — q)

ol A est un vecteur (J x 1).

Les conditions du premier ordre sont données par les expressions suivantes:

?;?: “9X'Y 4+ 2X' X3+ 2R\ = 0
oL(3) _
v - A9 =0

En utilisant le premier groupe de C.P.O. et en posant 1’égalité a zéro, on obtient
XY+ X'X3 =-RX\
On prémultiplie par (X'X)~1
B = (X'X)' XY —(X'X) 'R\
B
Par le deuxieme groupe de C.P.O.; on a:
RO = q.
Alors,
RF* = RB—R(X'X)'RN\ =q.
Ce qui implique,
Y= [R&X0)TR] T (RE-g)
On substitue ce résultat dans 1’expression pour 3* pour obtenir
F =~ (X'X) 'R [R(X'X) R (R - q)
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Interprétation:

Si la restriction est respectée alors

Sinon
E()#£E@3)=0 = Dbiais pour g*

La matrice de variance-covariance de (* est égale a

VCL’I’(ﬁ*) — 0.2<X/X)71 _ g2 (X/X)—lR/ [R(X/X)—lR/} -1 R(X/X)fl

matrice semi-définie

~

= wvar(f") <wvar(f)
Donc, si la contrainte est respectée, 3* est
1. un estimateur sans biais,
2. un estimateur plus précis (variance plus petite).

On peut maintenant construire un test pour les restrictions R3 = ¢ basé
sur la différence de la "performance” entre le modele contraint et le modele

non contraint. Ce test est basé sur la somme des carrés des résidus. On a que

& = Y-Xp*
= Y-XB-XB+Xp3
= Y-X3-X(p"-D)
= - X(8" - D)
e = der (P -PXX(B-p) =

matrice non négative définie

La somme des carrés des résidus du modele non contraint est plus petite que

la somme des carrés des résidus pour le modele contraint.
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R* = 1-— VA% ot M, =1— (/1) "/
%2 e’e 2
=1y =f

On a donc que
E*IE* _ e = (6* . B)lX/X(ﬂ* _ 6)
et on sait que
~ —1 A~
F =B =—(X'X)'R [R(X'X)"'R| " (RB - q).

On peut maintenant facilement montrer que I'expression €*e* — €'¢ est égale
au numérateur de la statistique "F” divisé par J. Alors

(e —ée)/J

——— ~F(J,N - K
¢é/N — K ( )
(comparaison avec la statistique F').
Donc, la statistique F' peut étre considérée comme une statistique basée sur
un test comparant le modele contraint vs. non contraint.

Si on divise le numérateur et le dénominateur par Y'M,Y’, on obtient

(R2 _ R*Q)/J
~F(J,N - K
(1-R?>)/N-K (7 )
Cas particulier: Un test sur tous les coeficients sauf la constante, = R*? =0
R?/J
~F(J,N - K
(1-R>)/N - K (7 )

En résumé, il y a deux approches pour effectuer un test sur des restrictions
linéaires:
1. Modele non contraint

F=(R3—q) [*ROCX)'R] (RE=q)/J  ~F(LN—F)

2. Modele contraint vs. non contraint
(e —&8)/J
gé/N — k

~ F(J,N — k)
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1.8 Tests de changement structurel

On cherche a évaluer si la relation entre la variable endogene et les variables

exogenes est stable pour notre échantillon (test de Chow). Pour une date fixée,

on a donc,
Yl — Xl ﬁl + €1
~— ~— . , N~
nyx1 ny X K Kx1 nyx1
Y2 — X2 /62 4 62
~— ~— R , N~
nax1 naxK w1 mexl

ny+ne = N

Modéle non contraint:

vl X' 0 3 . ¢!
Y2 0 X2 3 ¢

L’hypothese nulle correspondant a I’absence de changement structurel est:

Hy : 51 = 52
Modeéle contraint:
y! X1 el
= +

Y2 X2 ~—~ 62

Kx1

—_—— —_—— ——

Nx1 NxK Nx1

On peut effectuer un test basé sur les deux approches présentées précédemment:
1. Avec le modele non contraint, I’hypothese nulle s’écrit:
R3= ' — 32 =0.
On construit la statistique F pour cette hypothese.

2. Avec le modele contraint vs. non contraint, on construit la statistique

suivante:

~ F(J,N — k)



et

Cas particulier:
Examinons le cas particulier d’'un changement structurel pour un sous-

vecteur de parametres. On a le modele non contraint suivant:
Vi o= XIG+ Xl + e
Y? = X{6+ X306+ €.

Le vecteur de parametres 3; peut varier pour les deux sous-échantillons

L’hypothese nulle est:
Hy : 511 = 5%-
Le modele contraint est
Vi = Xi0+ X, + ¢
Y2 = X{0+ X506 +¢€
On peut effectuer un test du modele contraint vs. non contraint comme nous
I’avons vu précédemment.
Commentaires: Ici, la date du changement structurel a été fixé a priori.
Habituellement, on ne connait la date du changement structurel. On peut

considérer une date inconnue. Ceci aura un impact sur la valeur critique

(Andrews 1993).

1.8.1 Test de restrictions non linéaires

On va considérer des restrictions non linéaires entre les parametres. L’hypothese

nulle s’écrit:

Hy: f(ﬁ):q
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ou f(-) est une fonction non linéaire de dimension J x 1. La statistique du test

est donnée par I’expression suivante:

A 1—1 ~

(F(B) =) [Varf(B)]  (f(B)—a) =)

On perd ici les propriétés de petit échantillon. Pour calculer la variance d’une

fonction non linéaire, on fait alors une approximation par une expansion de

Taylor
£3) = F5) + (gg) (G- B)+ .
var(7(3) = var | (5) (5 9)
var(f(8)) = (;g) var(d) (;g)

On peut donc construire la statistique présentée plus haut.
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2 Théorie en grand échantillon et modeles a

régresseurs aléatoires.

2.1 Convergence en probabilité et convergence en loi

Sous I’hypothese que
1. X est une matrice fixe et de rang complet (K)
2. E(e) =0, E(e') = oI et ¢ ~ N(0,021)

on a des propriétés de petit échantillon. En effet, on connait la loi exacte des
estimateurs et des tests (T, F).

Si on abandonne ’hypothese que le vecteur e suit une loi normale multi-
variée alors on ne connait pas la loi des tests en petit échantillon. On doit
alors faire appel a la théorie en grand échantillon. De plus, on va également

examiner I'impact du relachement de I'hypothese que X est fixe.

2.2 Théorie en grand échantillon

(Johnston, 2.4.1 & 2.4.3, Greene 4.4)

On s’intéresse au comportement d’une variable aléatoire lorsque le nombre

d’observations (N) tend vers I'infini.
Convergence en probabilité

Nous allons introduire et définir le concept de convergence en probabilité.
Prenons I'’exemple suivant: On a une variable aléatoire Xy, - - -, Xy d’espérance
1 et de variance o2 ott les X; ne sont pas corrélées, alors

_ 0'2
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ol ) N

XN = N ; Xi
On voit que la variance tend vers zéro lorsque N tend vers l'infini. Ce qui
implique que la loi empirique de Xy est de plus en plus concentrée autour de
i lorsque N augmente.

Prenons maintenant un intervalle centré autour de p, soit u £ e. On va
définir la probabilité que la variable Xy soit comprise dans cet intervalle.
Ainsi,

Prip—e< Xy <p+ey=Pr{|Xy—p| <e}
Cette probabilité varie avec e. Puisque la variance de Xy décroit de facon
monotone lorsque N augmente, il existe un certain N* et § (0 < § < 1) tels
que un € donné
Pri{| Xy —pu|<e}=1-04.
Lorsque N — 00, la probabilité que Xy appartienne & un intervalle bien précis

devient plus élevée, et donc 0 devient plus petit. On a alors,
lim Pr{|Xy —pul<e} =1
N—oo

pour tout € > 0. Ce qui veut dire que la probabilité que X appartienne & un
intervalle centré sur p arbitrairement petit peut étre rendu aussi voisine de 1

qu’on le désire, en prenant N suffisamment grand.

On réecrit la probabilité limite de la fagon suivante.
plimXy = pu.

Ce qui veut dire que la moyenne empirique est un estimateur convergent de
I'espérance mathématique p. De plus, on sait que la moyenne empirique est
un estimateur sans biais peu importe la dimension de I’échantillon.

Prenons maintenant un autre estimateur my ou

C
E(mN) =u+ N
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ol ¢ est une constante quelconque. Cet estimateur my n’est pas sans biais en
petit échantillon, cependant

lim E(my) = p

N—oo

Alors my est asymptotiquement sans biais. Si la variance de my tend vers
zéro alors My converge en probabilité vers pu. Donc, my est un estimateur
convergent de .

Prenons un autre exemple: Xy prend les valeurs 0 et N avec des proba-

bilités respectives de (1 — %) et (+). Alors Xy - 0.

Definition 6 On dit que X converge en probabilité vers une constante X si

et seulement st

Ve>0 Pr[|Xn—X|>¢—0

lorsque N tend vers Uinfini. On note Xy - X.

Definition 7 Une suite d’estimateur 8, est convergente vers 0 si et seulement
51

plim(6,) = 0

Une condition suffisante pour qu'un estimateur soit convergent en probabilité
est qu’il soit asymptotiquement sans biais et que sa variance tend vers zéro.
Ceci correspond a la convergence en moyenne quadratique. Donc, la con-
vergence en moyenne quadratique est une condition suffisante pour avoir la

convergence en probabilité.

36



Convergence en moyenne quadratique

Definition 8 (Convergence en moyenne quadratique) Supposons que X
a pour moyenne py et variance o3 et que la limite de uy et 0% est ¢ et 0 re-

spectivement. On dira que X,, converge en moyenne quadratique vers c et
PlimX,, =c

Preuve: voir Greene, p. 116.

Implication:

La convergence en moyenne quadratique implique la convergence en proba-
bilité. Cependant, l'inverse n’est pas vrai.

Considérons I’exemple suivant:

1
Xy = 0 avec une probabilté de 1 — N

= N avec une probabilité de N

L’espérance de Xy est égale a 1 pour VN. Mais ce n’est pas sa probabilité

limite. De plus, la variance de Xy est égale a (N — 1).

Théoréme 3 (Théoréme de Slustsky) Pour une fonction continue g(Xy)

qui ne dépend pas de N,
plim g(Xn) = g(plimXy)
Exemples:

plim(Xy)? = (plimXy)?

plim(Xy') = (plimXy)™!
i (XN> _ plimXy
R YN B plimYN
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Pour les vecteurs, on a
plimAB = plimA plimB

et
plim(A™") = (plimA)~!

Est-ce que I'estimateur des M.C.O converge en probabilité vers 57

A

= (X'X)' XY

= B4 (X'X) ' Xe= G+ <]1[X’X)_l <]1VX’6>

On suppose que
A S
e

ou () est positive définie.

Alors .
) X'X\ 1
&%( N ) =«
limf3 = 6+ pli (1X’X>_1(1X’)
7 = — —
plim plim { + yye
puisque

plimAB = plimA plimB

A 1 -1 1
plimfB = [+ plim (NX/X) plim (NX/E)
A 1
plim = [+ Q 'plim <NX’6)

On cherche la probabilité limite du dernier terme. Puisque X est fixe (non

aléatoire)
E(lX') 1X’E() 0
e € = —_ €) =
N N
1 1 1
Var (NX/€> = F (NXIEEIXN>
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1 1
= NX/E(GEI)XN
B 072 X'X
~ N\ N

. 1,
]\}1_1)1100Var<NX6) = 0xQ=0

Puisque F (%X ! e) = 0 et que la variance tend vers zéro, ce terme converge en

moyenne quadratique et donc on a la convergence en probabilité:

1
plim (X’e> =0.

N
On a donc
N 1
plimf3 = B+ Q 'plim (NX’6>
ou
li <1X’ ) —0
plim N €] =
donc

plimf3 = 3

Alors B est un estimateur convergent de f3.

Convergence en loi

On utilise le méme exemple. Puisque Var(Xy) — 0, on a un point de
masse a g, on a une loi dégénérée. On appelle f(Xy) la densité de la loi de
Xy peu importe N. On va étudier ce que devient f(Xy) lorsque N tend vers
'infini. Une transformation de X permet d’obtenir un loi limite qui n’est pas

dégénérée. Prenons,

Zy = VN(Xy — )

On a que

E(Zy)=0 et Var(Zy)=o"
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Lorsqu’on connait la loi de Xy, on peut pondérer Xy afin d’obtenir une loi
qui n’est pas dégénérée.

On étudie la convergence en loi lorsque la loi en échantillon fini ne peut
étre obtenue. On peut alors considérer la loi limite comme une approximation

de la loi inconnue en échantillon de taille finie.

Exemple: On suppose que
E(X)=pet Var(X) = o?

mais on ne connait pas la loi de X. X ne suit pas une loi normale.

Le théoreme centrale limite nous dit que la loi limite de
Zy = VN(Xy —p) est une N(0,02).

On dira alors que Zy = v/N(Xy — p) converge en loi vers une N (0, 0?)

On peut écrire également
Zn =VN(Xy — p) % N(0,0?)

Definition 9 Xy converge en loi vers une variable aléatoire X avec une fonc-
tion de répartition F(X) si
lim |F(Xy)— F(X)|=0

N—oo

pour tout point de continuité de F(X).

Remarque:

C’est un concept qui s’applique sur la loi de Xy et non sur Xy. Ainsi, on ne
peut dire que Xy converge vers X. Examinons ’exemple suivant:

Exemple:

Prob(Xy =1) =

N | —
2=
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1 1
Prob(Xy =2) = N

Lorsque N — oo, les deux probabilités convergent vers %, mais Xy ne con-
verge pas vers une seule constante (donc pas de convergence en probabilité).

La convergence en probabilité implique la convergence en loi et non 'inverse.

Théoréme 4 (Théoréme central limite) Si Xy, ..., Xx est une suite de vari-

ables aléatoires avec une certaine densité, une moyenne bornée E(Xy < 00)

2

et une variance finie o, alors

VN(Xy = p) % N(0,0%)

Normalité asymptotique de I’estimateur des M.C.O.

Greene 6.7.3

On a que

VR(G- )= (XX) 2

On va étudier la loi limite de ﬁX ‘e.

On a les résultats suivant:

v (X ,X'X
ar = 0
VN N

X'X
lim 02< ) = ¢2Q et Q < oo,bornée,

N—oo N

on peut appliquer théoréme central limite a ’expression ﬁX ‘e.

On applique donc le théoreme central limite, ainsi,

1 loi
—X'e 2 N(0,02%Q).
VN (0,0°Q)

X'X P Xe B B
= N \/N l_> N(O,Q 102@@ 1)

VN3 - p)
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Alors,
VN(B - B) 5 N(0,0%Q7Y).

On peut construire les statistiques de tests t et F

t % N(0,1)

X2(J)
J

On espere que la loi limite soit une bonne approximation de la loi de notre

P

échantillon.
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3 Estimation par maximum de vraisemblance

Johnston-Dinardi, 5.1-5.4

On va étudier les implications de ’hypothese de normalité sur les propriétés

asymptotiques de I'estimateur des M.C.O.

Definition 10 Un estimateur est asymptotiquement optimal si il est conver-
gent, si il suit une loi limite normale et si sa matrice de variance-covariance
est plus petite que tout autre estimateur convergent ayant pour loi limite une

normale. (pendant en grand échantillon de Gauss-Markov)

Cette définition est le pendant en grand échantillon de Gauss-Markov.
On va montrer que 'estimateur du maximum de vraisemblance est asymp-

totiquement optimal et on va le comparer a l'estimateur des M.C.O.

3.1 Présentation de ’estimateur du maximum de vraisem-
blance
On a une suite de variables aléatoires et on veut savoir quelle est la densité (ou

la fonction de répartition) qui a pu générer cette suite. Donc, quelle densité

paramétrique a pu produire la suite observée.

f(Xn,0).
Exemple:
X = 0 avec une probabilité égale a p
X = 1 avec une probabilité égalea 1 —p
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On veut connaitre le parametre p. On observe la suite de réalisations suivantes
Xy={1000100100}

On va chercher p qui maximise la probabilité d’observer un tel échantillon. On

aura la densité conjointe suivante:

LX,p)=0—=p).p.p.p(1=p)pp.(1-p).pp

ou L(+) est une Bernouilli. On peut écrire la densité conjointe de cette fagon

puisque ce sont des événements indépendants. On réécrit la densité conjointe,

L(X,p) =pM (1 —p)™

ou Vi est la nombre de fois que 0 est observée et Ny est le nombre de fois que
la valeur 1 est observée.
On cherche donc la valeur de p qui rend le plus probable cet échantillon.

On va maximiser L(X,p) par rapport a p, ce qui revient a

max InL(X, P)

max Ny lnp+ Nyln (1 —p)

C.P.O
olnL ) Nl N2

: -0
dp p (1-p)

A

=p= = 0.70.

1
Ny + No

Examinons maintenant le modéle linéaire classique,
Y=XB+e et e~ N(0,0%).

En connaissant la densité du vecteur Y, on peut chercher le vecteur de parametres
£ qui a le plus vraisemblablement engendré les observations y conditionnelle-

ment aux observations X.
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On doit connaitre la densité de Y. Puisque X est fixe et que le modele est

linéaire, la densité de Y est directement fonction de la densité de e.

Quelle est la densité de Y? On va utiliser le résultat suivant: si € suit une

loi normale a plusieurs dimensions, il en est de méme pour Y et, en particulier

Oe
Y) = f(e
FV) = £0)| 55

ou ‘ 8‘9;, est la valeur absolue du déterminant de la matrice des dérivées par-
: Oe
tielles et =77

Oe1 Oeg Oer.

Oy1r  Oy2 =~ Oyn

=1
ey Oen Oen
Oy1r  Oy2 =~ Oyn

On a donc f(y) = f(e).
On a supposé que € ~ N (0,0%I). La densité de ¢, est donnée par la densité

de la loi normale suivante:

Flen) = gy P (~galin — ).

(2mo? 202

Puisque les ¢; sont indépendants, alors

fle) = H flen).

n=1
De facon matricielle, on aura
1 1,
fle) = 7(2%02)% exp (—Me (—:) )
La vraisemblance de Y est donc
1 1 ,
LY, X) = f(V) = ——cexp (=5 (Y = XB)(Y — X8))
(271'0'2) 2 20
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oud = (3,0%).
Il est équivalent de maximiser la vraisemblance que de maximiser le loga-
rithme de la vraisemblance. Le probleme de maximisation a résoudre est donc

le suivant:

N N, 1
meaxln L(@;Y,X)=—§IHZ7T—§IDO' —@(Y—Xﬁ)/(Y—Xﬁ).

Les C.P.O sont données par les équations suivantes:

olnL 1 1

3725 - 202( 2X'Y +2X'X3) = 2(X’Y—X’Xﬁ):(]
olnL —N 1

o (Y~ XB)(Y —XB) =0

On obtient donc

et

Ainsi,
ﬁm.v. = 6m.c.o. mais o 7é é-m c.o.’

.. . /\2 . . . 7’ 2
Ce qui implique que 6%, est un estimateur biaisé de o°.

3.2 Propriétés de ’estimateur du M.V.

On examine les propriétés
1. a distance finie (petit échantillon)

2. asymptotique
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3.2.1 Propriétés en petit échantillon

S’il existe un estimateur dont la variance est égale a la borne inférieure de la
variance, alors il est donné par la méthode du maximum de vraisemblance.
La borne inférieure de la variance est donnée par le théoreme de Cramer-
Rao. C’est un seuil inférieur pour n’importe quel estimateur sans biais (pas
seulement linéaire).

On ne peut pas toujours atteindre la borne de Cramer-Rao pour un esti-

mateur sans biais.
Théoréme 5 (Le théoreme de Cramer-Rao) La matrice suivante:
Var(0) — I7(0)

est une matrice semi-définie positive ot

02 InL OlnL dln L
I<8)__E<aea¢9f ) _El 96 00 ]

qui est une matrice positive définie. La matrice 1(0) est appelée matrice

d’information de Fisher.

La matrice I(6) est donc définie comme étant:

[ 82InL 92InL 82InL
067 80,00, 00,00k
92InL 92InL 92InL
080200, 0632 T 90200k
1) = —F
82inL 8%InL
L 00k 00, : o 0607, |

Pour I'estimateur du maximum de vraisemblance, on a que
VAR(O,,) = I74(0).

Examinons ceci pour le modele linéraire: Y = X3 + ¢
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Les dérivées secondes sont

0?In L 1,

o80F ~ o

il N (Y -XB)(Y-Xp)
2(c?) 20t ob

9% InL 1

!/ !/ 1 /
3607 = AXY —X'XB)= X'

On prend 'espérance de chaque expression

9’In L 1

= ——X'X
0po3 o2
Pinl _ N ot N
0%(02) 204 o6 20t
0% InL 1
—— = ——FE(Xe) =
83002 ;i EX' =0
La matrice de variance-covariance du maximum de vraisemblance est donc
—1
L(X'X) 0 JAX'XH)71 0
Hoy — | FX) e o
0 5 0 X

Pour le modele linéaire classique, la borne de Cramer-Rao est donc,

2(X'X)L 0

-1 __

I(9> - O 20.4
N

L’estimateur f3,,., atteint la borne de Cramer-Rao puisque sa variance
est la méme que l'estimateur du maximum de vraisemblance. Qu’en est-il de
02 7 Cet estimateur est donné I i ivante:

s o par I'expression suivante:
€'e e Me

~2 o o
MCOTN_KTN_K

Examinons cet estimateur & I'aide du résultat suivant: si X ~ N(0,0?) et

A est une matrice idempotente de rang r, alors %X "AX ~ X3(r).
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On a donc,
1
;e’Me ~x*(N - K)

N 1 &Me  X*N - K)
o’ N - K N-K
= 52 o (N - K)

o (N—K)X :

On sait que la variance d’une khi-deux centrée est égale a deux fois le

nombre de degrés de liberté. Alors,

o 20% 204

R e

Var(6?) =

-Donc l'estimateur de o2 des moindres carrés ordinaires n’atteint pas la
borne de Cramer-Rao.
-En petit échantillon, aucun estimateur sans biais ne peut atteindre la

borne de Cramer-Rao.

En résumé, pour des échantillon finis;
-63,, atteint la borne de Cramer-Rao mais il n’est pas sans biais.

63, oo est sans biais, mais il n’atteint pas la borne de Cramer-Rao.

Comment peut-on obtenir un estimateur de la matrice de variance-covariance
de T'estimateur du maximum de vraisemblance de . On a 1'égalité suivante

Var(Oyy) = I1(0)! ot

On obtient un estimateur de cette matrice en ’évaluant a lestimateur du

maximum de vraisemblance. Ainsi,

o = (‘“??ﬁ%(é>)
9000'

-1
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A~

Cependant, 1(0)~! est souvent compliqué & obtenir. Plus simplement, on peut
calculer

N -1

10! = |

n=1
ou R
_ Olnf(x;,0)

0

n

Propriété 3 (Propriété d’invariance) L ’estimateur du mazimum de vraisem-
blance de g(0) est g(0) ou 0 est Uestimateur du mazimum de vraisemblance de

6.

Remarques:
e En connaissant 6, on obtient g(é) = g doit étre une fonction continue.

e On peut changer la paramétrisation de la fonction de vraisemblance pour

simplifier ’estimation.

3.2.2 Propriétés de grand échantillon de ’estimateur de maximum

de vraisemblance

Sous certainces conditions de régularité, I’estimateur du maximum de vraisem-
blance est convergent, asymptotiquement normal et asymptotiquement opti-
mal (méme pour o?). En effet, Pestimateur du maximum de vraisemblance de

o? est donné par

/\//\
~92 . i
Um.v. - N
et donc
N-K
B(6},,) =~ o
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Lorsque N tend vers l'infini, cette expression tend vers o. Puisque que sa
variance tend vers zéro, on a convergence en moyenne quadratique. On sait que
la convergence en moyenne quadratique implique la convergence en probabilité.

Alors,
plimé =0

De plus, en employant le théoreme central limite, on peut montrer que

VN (6-0) =N (0, (Z@) _1>

ott 1(6)~! est la borne de Cramer-Rao.

3.3 Non-normalité des erreurs et régresseurs aléatoires

1. X est fixe (non aléatoire) et de rang complet.
2. E(e) =0, VAR(e) = 0*I mais on ne suppose pas que £ ~ N(0,c%])

On a obtenu que I'estimateur des M.C.O. de [ est le meilleur estimateur linéaire

sans biais.

Questions: Si on n’a pas la normalité, qu’est-ce qui arrive avec les tests?
Réponses: On aura une justification en grand échantillon.
On va examiner la loi asymptotique de Bm.m, lorsqu’on ne suppose pas que
les termes d’erreurs suivent une loi normale multivariée. On considere que X
est fixe.
On a I’hypothese que
lim lX’X =(Q < 0.
n—oo N

On a également montré que

1
ﬁXIE ~ AN(O, 02Q>
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Ceci implique le résultat suivant:
X'X
=)™

On peut donc établir la loi asymptotique de l'estimateur des moindres

\/N(B - ﬁ) l_oi) N<Oa02(

carrés ordinaires de 3. Cependant, on ne peut rien dire sur la loi en petit
échantillon. On doit espérer que la loi asymptotique est une bonne approxi-
mation de la loi en petit échantillon.

Examinons le cas ou la matrice des variables explicatives X est aléatoires.
Exemple: le revenu des ménages varie selon 1’échantillon.

On va adopter la stratégie suivante:

1. On cherche les propriétés des estimateurs conditionnels a X.

2. On cherche ensuite les propriétés marginales par moyennage de la loi

conditionnelle.
On doit faire deux hypotheses importantes:

1. g(X) (densité de X) ne dépend pas de 3 et o>

2. X et e sont indépendants.

Dans un contexte de série temporelle, la deuxieme hypothese implique ¢
est indépendant des valeurs passées, présente et futures. Il est important de
souligner que I’hypothese 2 peut souvent étre violé en pratique.

Exemple:
Y=o+ By + €
alors 1, est correlée avec ¢, 1.
Si les deux hypotheses sont respectées, alors
fle/X)
E(e/X)
E(Y/X) = E((X8+¢)/X)=X3+E(e) = Xp
E(de/X) = E(de)
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L’espérance marginale de Y est
E(Y)=E(Xp)+ E(e) = E(X)S.

Ecrivons maintenant la densité conjointe de nos observations X et Y. La

densité conjointe est donnée par:

fV,X;80% = [f(Y/X;830%) g(X)
fV,X;80%) = [f(e/X;80%) g(X)
fYV,X;60%) = fle80%) g(X)

On ajoute I’hypothese de normalité pour les erreurs
e~ N(0,0°I).

On peut maintenant estimer par maximum de vraisemblance. Le log de la
vraisemblance est:

N N 5 1
InL == In2r — o’ — (Y = XB)'(Y = Xf) + In g(X)

Puisque g(X) ne dépend pas de 3 et 02, on obtient les mémes C.P.O.. Cepen-

dant la matrice 1(0)~! sera

10)' =

S2E(X'X)™1 0
o %

Est-ce que B (marginal) est encore sans biais ? Pour répondre a cette ques-
tion, on va introduire le résultat suivant. Supposons une densité conjointe de
deux variables aléatoires f(W, Z) et g(W, Z) une fonction de ces deux variables.

On va chercher a évaluer E (g(W, Z)).
ByW.2) = [ [ oW.2)f(W.2)aw dz
EgW.2) = [ [ gW.2)f(W/2)f(2)aw dz

BgW.2) = [ |[ aOV.2)50/2)aW| 1(2)dz
EgW,2) = EzEwz(9(W,2))
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Appliquons maintenant ce résultat. On a que

B=p3+(X'X)"'X'e

E3=8+E [(X'X)*lx’e}
E3 =+ ExE./x [(X’X)—IXE}
Ef =8+ Ex [(X'X)"' X E(c/X)].

Ceci implique que E3 = 3 puisque F (e/X)=0. /3 est toujours un estimateurs
sans biais de .

Pour la matrice de variance-covariance de 3, on applique le méme résultat.

On a

Var(3) = E(5—-8)(5-5)

Var(3) = E[(X'X)7'X'e X(X'X) 7]
Var(B) = Ex[Ex(X'X) " X'ed X(X'X)™]
Var(3) = Ex[o*(X'X)™]

Var(f) = o*Ex(X'X)™

qui atteint la borne de Cramer-Rao.

En résumé, si X est aléatoire et indépendant de €

e En supposant la normalité des erreurs €, 'estimateur des M.C.O. est le
meéme que ’estimateur maximum du vraisemblance et c’est le méme que

dans le cas ou X est fixe.

e En échantillon fini, I'estimateur M.C.O.(M.V) est sans biais et il atteint

la borne de Cramer-Rao.
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e L’estimateur habituel 6%(X’X)~! est un estimateur sans biais de cette

borne.
e Les test T et F préservent les propriétes de petit échantillon.

Examinons le cas ou la matrice X est correlée avec e. On a alors

E(e/X)#0
Conséquence:
B = (X'X)'X'Y
B = (X'X)'X'(XB+e)
B = B+ (X'X)'Xe
E@) = B+E[(X'X)"'X'e| #8

puisque F (¢/X) # 0, alors l'estimateur des M.C.O. n’est pas sans biais. On
aura le meéme résultat asymptotique si la corrélation entre X et € ne disparait

pas lorsque N — oc.

Solution: estimateur a variables instrumentales
Une variable instrumentale est une variable qui n’est pas corrélée avec le
terme d’erreur et qui est corrélée avec les variables explicatives.
On a le méme modele:
Y=X3+e¢
mais

E(e/X) #0

On va utiliser une matrice de variables instrumentales telle que

E(Z'¢)=0 et E(ZX)#0
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Supposons que Z a la méme dimension que la matrice X. On prémultiplie le

modele par Z’. On a donc
'Y =7'X + Z'e
On suppose de plus que

1
plimNZ’Z = gz < 0o, définie positive

1
plimNZ’X = Qzx < 0o, définie positive
1
plz’mNZ'e = Qg =0;
On aura
lim ( ! Z’Y) — plim ( L Z’X> 3+ plim ( ! Z’e)
prmiAne ) =Py PR N
alors,
lim3 [ li ( ! Z’Xﬂ_1 li ( ! Z’Y)
imB = |plim | — im | —
p p N p N
L’estimateur a variables instrumentales sera donc
B = (Z'X)12Y.
On peut montrer que cet estimateur converge en probabilité.
On cherche maintenant a obtenir sa loi asymptotique. On procede de la méme
fagon que pour les M.C.O. On travaille avec ﬁ(Z’e) au lieu de ﬁ(X’e).
Par le théoreme central limite,

1 / lot 2
(\/N(Z €)> E— N(0,0’ sz)

alors
1

N

1

(Z2X)" —=(Z'¢)

On aura
loi _ _
Boi. == N(B,0°QzxQz2Qxy)
La matrice Z peut contenir plus de variables instrumentales que de variables

explicatives dans la matrice X. On va supposer que la matrice Z est de
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dimension N x L ou L > k. On pourrait choisir £ combinaisons linéaires des
L variables instrumentales. Le meilleur choix sera la projection de la matrice

X sur 'espace engendré par les Z. On aura ainsi
X=2z(Z'2)2'X
et 'estimateur a variables instrumentales sera

bei = (X'X)7'X'Y
= (X'Z(Z'Z2)'\Z’X|"'X'Z(Z'Z2)' Z'Y

3.4 Tests d’hypotheses

Greene 4.9

La trilogie des tests;
1. Wald
2. Rapport de vraisemblance
3. Multiplicateur de Lagrange
Onavuquesi X ~ N(u,>), alors
(X =S (X =) ~ x*(J)

On consideére un estimateur du maximum de vraissemblance 6. Il existe trois

approches pour effectuer des tests sur ce vecteur.

On va supposer I’hypothese nulle suivante:
Hy: C(0)=gq, ou dim(q) =J

1. Test de type Wald

57



Cette statistique de test est basée sur 'estimateur non contraint. La

staistique de Wald est:
W= (C0) —q) [Var (C0) = q)] " (CO) = q) x2()

et

A~ ~

Var (C(0) - q) ~ <a(839(/9)> Var(d) (age(le)>’

On estime donc le modele non contraint et on construit la statistique

W. La loi asymptotique est obtenue de la fagon suivante: on effectue un

développement limité de C'(¢) autour de la varie valeur 6. Ainsi:

~

C(0) = C(0) + (agg/m) (6-0)+..

ce qui donne sous la nulle et en prémultipliant par VN que:

VN (C(0) —q) = <8§(§/0)> VN (6-0)+ ..

Par la normalité asymptotique de v N (é — 9), on obtient le résultat

désiré.
. Test du multiplicateur Lagrange

Cette statistique est calculée a partir de l'estimation contrainte. On
estime le modele contraint et on fait un test sur la dérivée par rapport

aux parametres.

On a les C.P.O. suivantes:

olnL(®) [(oC\' .
L0), (2 50

Si la contrainte n’est pas mordante, alors
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On peut montrer que sous I’hypothese nulle que

A~

1 alnL(Hc) loi 1
i i O 2L0)

N
en appliquant le théoreme central limite.

La statistique du multiplicateur de Lagrange est définie comme étant:

~ ~

LM = (W) [160.)] " (W) o \2( ),

La statistique du mul;tiplicatuer de Lagrange est également appelée statis-

tique du score.

3. Test du ratio de vraisemblance

—2(In L(6,) —In L(O) % 2(J)

Ces trois tests sont asymptotiquement équivalents, mais ils peuvent se com-

porter différemment & distance finie (petit échantillon).

3.4.1 Les tests Wald, LR, et LM pour le modele linéaire classique

On a donc le modele suivant:
Y=X3+c¢ e ~ N(0,0°1),
et I’hypothese nulle suivante:
Hy: RB=gq

On a un estimateur non contraint (3,. et un estimateur contraint (.. On va

montrer qu’on a le préordre suivant en petit échantillon;

LM < LR <WALD.

29



On définit

(}Ew = ]b(y - XBnC)/(Y - XBnC)
6 = jlv(y — XG.)'(Y - XB.)

1. Test de Wald

W= (R - ) [ ROCX) R (R —
puisque
1

6-02 - 6-72“2 - N(XBC - XﬁAnc)/<XﬁAc - XBnc)

et par la relation
Be = Bue — (X'X) 'R [ROX'X) 'R (RG —g)

Alors

2. Test du multiplicateur de Lagrange (Score)

LM = 6NR(X'X)'R'\
et puisque
R 1 _ R
A= —= [RX'X)R] T (RE—g).

2
O¢

Alors, la statistique LM peut étre réécrite comme étant

IM = S (RE - [ROCX) R (RE - g)

O¢

Ce qui donne,



3. Test du ratio de vraissemblance
A9
UC

52
e

—2[InL°—InL"] = Nln

Comparaison des trois statistiques de test:

On va utiliser la relation suivante:

<log(1+X)<X VX >-—1

1+ X
On pose que
6-2 B 6-7210
)

Ce qui implique que
LM < LR < Wald

Ce préordre est vrai en petit échantillon. De facon asymptotique, les trois

statistiques sont équivalentes.

61



4 MOINDRES CARRES GENERALISES, M.C.G
On a toujours le méme modele
Y=X3+¢€

On avait fait I’hypothese suivante pour la matrice de variance-covariance

des termes d’erreurs,

E(ed') = 0?1
On dit que les erreurs sont sphériques.
Implications:

1. La variance est constante (homoscédasticité).

2. Les covariances sont nulles.

On va maintenant relacher ces deux hypotheses.

Hypothese générale:

On considere le cas général ou la matrice de variance-covariance est donnée

par

E(e€') = a°Q

Hétéroscédasticité:
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En présence d’hétéroscédasticité la matrice de variance-covariance des ter-

mes d’erreurs aura la forme générale suivante:

o2 0 0 0
2
g |0 a0
0 O 0
| 0 0 of

La variance est différente selon les observations. On retrouve I’hétéroscédasticité

surtout en microéconomie et en série temporelle.

Autocorrélation (séries temporelles)

1 Pr P2 - PN-1
1 1
UZQ = P2 1
| AN L]

ou
E(epen-1) =p1 #0

Il y a donc un lien entre les termes d’erreurs pour différentes observations.

4.1 Comportement de l’estimateur des M.C.O a dis-

tance finie

b= (XX)XY
E(f) = ExE(3/X)
= +ExE[(X'X)"X'9/X] =5,
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L’estimateur des M.C.O. est donc sans biais.

Cherchons maintenant sa variance,

Var(3) = E(5-p)(3-8)
= EB[(X'X)"'X'ed X(X'X)7|
= ExEqx [(X'X)"' X'ed X(X'X) 7]
= By (X'X)X'QX(X'X)"!
Si e~ N(0,02), (3 est alors une fonction linéaire de e. On a alors,

B~ N(B,0°Ex(X'X)"'X'QX(X'X)™")

Donc, on ne peut utiliser la variance des m.c.o. pour faire de 'inférence. On
doit cependant utiliser la matrice plus haut et non la matrice correspondant

au modele sans hétéroscédasticité et autocorrélation, c.a.d. o?(X'X)™!

4.2 Propriétés asymptotiques de ’estimateur des M.C.O.

La matrice de (3 tend vers zéro lorsque le nombre d’observations tend vers

I'infini. En effet,
x'x\ 'xaox (xx\* Nose
—
N N N

xX'x\ !
plim<N> =Q <

X'OX
plim( ) = Q" < .

Var(ﬁ) = %EX

si

N
L’estimateur est sans biais et sa variance tend vers zéro, alors on a convergence

en moyenne quadratique et donc convergence en probabilité,

~
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Exemple: Examinons un cas ot on n’a pas la convergence en moyenne quadra-

tique (et donc en probabilité). On suppose le modele suivant:

Y =my +e¢

avec la matrice de variance-covariance e égale a 022 oul

L pop p

p 1
Q=1|p 1

_p 1_

On est dans une situation ou la dépendance temporelle ne diminue pas dans

le temps. On peut montrer que

[\

— g

Var(Y) = N(l—p—l—Np) —a?p#0

X'OX

Pour avoir convergence de I'estimateur dans le cas avec autocorrélation, la

dépendance temporelle doit diminuer dans le temps.

On peut obtenir la loi asymptotique de B des moindres carrés ordinaires en

présence d’hétéroscédasticité et d’autocorrélation. Ainsi,

VR -0 = (5]

et si

plim <X]:]X> =Q

plimVN(B — 3) = Q 'plim <\/1NX’6>

On applique le théoreme cental limite et on obtient
VN3 -8) = N(0,0°Q7'Q"Q ™)
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4.3 Estimateur des moindres carrés généralisés

Si 2 est une matrice symétrique définie positive, alors elle peut s’écrire
Q= CAC’

ou C' est une matrice contenant les vecteurs propres de 2 et A est une matrice

diagonale avec les valeurs propres sur sa diagonale et C'C' = I.

On peut réecrire
CAC' = CAY2AV2C
et on a que
C/ _ O—l
puisque que C' est une matrice contenant les vecteurs propres de €.

On définit
P'=CAY2

On a alors,

Q' =PP=CA PN
——
P! P
On prémultiplie le modele par P

PY = PX(+ Pe
Y = X*0+¢€
et
Var(e") = Po’QP' = og>PCAN'/PAVC'P!
= °NTVEPC'CNPAPCIONT = 67
puisque C'C' = I. On retombe sur le modele standard. L’estimateur des

moindres carrés généralisés est donnée par
Bm.c.g. _ (X*,X*)_IX*/Y*
= (X'P'PX)"'X'P'PY
= (xe'x) ' xoly.

66



On peut montrer que cet estimateur est sans biais puisque,

E(e/X7) =0
étant donné que
E(Pe/PX)=0.
De plus,
3 g — 02 X/Q_IX - N—o0

Alors f,.c4. st un estimateur convergent de (3.
On a donc que
Bm_c.g_ — (XXX Y
= [X'PPX]|'X'P'PY
= [xo'x] xoly

On va considérer dans un premier temps que la matrice €2 est connu.

En présence d’hétéroscédasticité et d’autocorrélation, l'estimateur (5, 4.
est I'estimateur linéaire sans biais a variance minimale. Pour obtenir ce résultat,

on applique le théoreme de Gauss-Markov sur
Y* = X"+ ex

Ceci correspond au cas général: le théoreme de Aitken (1935) et Gauss-
Markov est un cas particulier pour 2 = .

Pour les tests, on modifie les statistiques de la facon suivante:

2\ ~2 %! >x<71/_1 2
F:mﬁ‘ﬁwaﬂff>R}<m3® N FIN—H

ou
- e dP'Pe  éQle
N—-K N-K N-K
(Y = XByQ (Y — Xp)
N-K
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et de la méme fagon que pour les m.c.o., 'estimateur contraint J3;,., est égal a

2 !k — * k) — -1 2
By = Bumeg — (X" X")'R' | RX'X*)T'R'] (RS — q)
A~ —1 A~

Bireg = Bmneg — (X'Q7X) 'R [R(X'QT'X) 'R (RE — q)
Tous les résultats pour les tests obtenus pour les m.c.o. s’appliquent a ’estimateur
des m.c.g..
Le probleme général en présence d’hétéroscédasticité et d’autocorrélation

consiste & minimiser la somme des carré des résidus pondérés par Q1. Ainsi,
Bmcg —argmin (Y — XB)/Q 1Y — Xp3)
Par les CPO, on obtient
Bmeg = (X'Q1X)7IX'Q7Y

Pour les M.C.O., la pondération est égale a I.

4.4 Estimateur du maximum de vraisemblance

Sion a

Z ~ N(u3),

alors, la densité s’écrit

£(2) = @m) 1] beap (= (2 — w57 (2 - )

ou Z est un vecteur N x 1.
Pour notre modele avec E(e€’) = 0%Q, la log vraisemblance sera alors

donnée par 'expression suivante:

N 1 1

InL = ) In(27) — 3 In |0?9Q)] — 56/(029)716
N N o1 1 B
InL = —Eln(QW)—?lnkj |—§ln|Q|—Tﬂ(Y—Xﬁ)'Q (Y — Xp)
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puisque
|*Q = (6*)7 .

Les C.P.O. sont donnée par les équations suivantes:

0lnL 1 A . | . * 2\
% = —OQXQ (Y—Xﬁ)——UQX (Y X 6)—0
dln L N 1
= 4+ (Y =-XB)OYY - X3) =
002 202 * 204( f) ( f) =0
N 1 * * / * * .
= _—202+—204(Y — X ﬂ) (Y Xﬁ)—O

Par les C.P.O., I'estimateur du maximum de vraisemblance de [ est:
/émv _ (X*’X*)—IX*’Y* _ (X/Q—IX)—IX/Q—IY

et celui de o est: R R
o (Y—Xﬂ)’Q_l(Y—Xﬁ)

Umv N
L’estimateur des M.C.G. de /3 est aussi ’estimateur du maximum de vraisem-

2

- » D'est pas sans biais. On a donc les mémes conclusions

blance. De plus, o
que pour le modele sans hétéroscédasticité et sans autocorrélation.

On peut montrer également

Barv | Nooo 3 ?Ex(X'Q'X)"" 0
2 - N 2 |’ 204
omv o 0 =

On peut effectuer les tests de type Wald, LM et LR de la méme facon.

Probleme: () n’est pas connu.

On voudrait donc estimer 2, cependant ) est une matrice symétrique et

N(N+1)
2

elle contient éléments différents. On a seulement N observations pour

éléments.

. N(N+1
estimer %

69



Stratégie:

On fera dépendre 2 d’'un nombre restreint de parametres.

Exemple: Autocorrélation

1 p P
p p
0
P

pN—l pN -9

On a donc seulement o2 et p a estimer. L’estimateur M.C.G. sera

Remarques:

~

Bneg = (X'Q7 X)) X'OY

1. On a besoin seulement d'un estimateur convergent de € (et non pas

efficace)

2. On perd les propriétés a distance finie (sauf pour des cas tres simple)

3. L’estimateur M.C.G. sera alors optimal seulement assymptotiquement.
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4.5 Hétéroscédasticité des erreurs

On a la matrice de variance-covariance pour les termes d’erreurs suivante:

o2 0 -+ 0

0 02 - 0

E(ee) =0*Q=| ? _
oN

On peut récrire cette matrice de la fagon suivante,

wi 0 - 0
Q) = o2 0 wp oo 0
WN

Ainsi,

JZ = o%w, pour tout n

4.6 L’estimateur des M.C.O, en présence d’hétéroscédasticité

On a montré précédemment que pour 'estimateur des M.C.O. en présence de
la matrice de variance-covariance générale, on a
3 = (X'X)"'X'Y
var(3) = o?Ex(X'X)'X'QX(X'X)™!

On peut récrire la partie du centre de la fagon suivante:

X'QX 1

T = ngzlwnxnxln
ou x, est un vecteur colonne de dimensions K x 1 contenant 1’observation n
de chaque variable explicative.

Si X'QX

~ - est une matrice définie positive, alors B 2, 3. En utilisant estimateur

des M.C.O., la différence entre la matrice de variance-covariance (condition-

nelle & X)) du cas sans hétéroscédasticité et avec hétéroscédasticité est:
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1. Sans hétéroscédasticité: o(X'X)~!
2. Avec hétéroscédasticité: o?(X'X) 1 X'QX(X'X)~!
La différence est donc:
o2 (X'X\ ' [X'X X0x][/xXx\"
N\ N N N N
La différence dépend donc de
[(X’X ) (X'QX)

s i R D IR e

4.6.1 Estimateur de XX QX proposé par White (1980)

Cet estimateur a deux caractéristiques,

1. Estimateur non paramétrique.

2. L’hétéroscédasticité est reliée a X.

On doit évaluer

, X'QX 1
Y= O' N NEN 10'233,1.'17
On estime ¥ par
A 1
Y= NZN 2z,

ou € est le résidu obtenu en applicant les M.C.O. Ainsi,

~

€n = Yn — ﬁMC’Own

White (1980) démontre que

On peut donc obtenir un estimateur de la matrice de variance-covariance de
I’estimateur des moindres carrés ordinaires en présence d’hétéroscédasticité si
on estime par M.C.O.
A / -1 ¥ / -1
a1 (Bmeco/X) = N(X'X)" X (X'X)
~—
W hite
Pour cet estimateur, on a les caractéristiques suivantes:
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1. On ne précise pas le type d’hétéroscédasticité.

2. Estimateur non paramétrique.

4.7 Tests pour détecter de I’hétéroscédasticité des er-

reurs
4.7.1 Test de White (1980)

Pour le test de White, on a I’hypothese nulle suivante:

2

Hy o> =0~ pour tout n

2
n
Hy 02 # ¢® pour au moins un n

Ce test est général, donc moins puissant. Nous allons voir un peu plus tard
un test plus puissant mais spécifique a certaines alternatives.

Le test est basé sur la différence entre

o [ X'X ¢ o X'QX
o° | —— et o° | ———
N N
Nous avons respectivement,

1. L’estimateur M.C.O.

X'X 1
6'2 (N) = 62NELV=1$"ZI;L

2. L’estimateur de White

~ 1
_ N 22 !
Y= =X 6,X,T,

N n

Le test cherche a évaluer si la différence entre les deux estimateurs est

significative, donc si
1 N

N Z(éi - &Q)xnx;

n=1

est significativement différente de zéro.
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KD gléments différents.

La matrice x,z, est symétrique, elle comporte
On utilise seulement les éléments différents pour effectuer le test. Introduire
des éléments semblables ajoute aucune information supplémentaire au prix
d’une puissance plus faible.

On définit le vecteur 1, comme étant

wn = (wlna ¢2n; T a¢mn>,

ou Yy, = TinTjn, pour ¢ > jet i =2,--- ket j=1--- ketl=1---,met

= w — 1. On a enlevé la constante, c’est la raison pour laquelle nous

. : . K(K+1
avons le terme —1. Ainsi v, est un vecteur colonne de dimension (% — 1).

On définit

et la variance de Dy est

1 N
VCM"(DN) = N Z(En - 02)2(7% - ¢)(wn - w)/
n=1
olt 1 est le vecteur contenant la moyenne de chaque ¢y ol =1,---,m.

Le test de White (1980) est donc égal a

Dy (Var(Dy)") Dy % X <K(K2+1)—1>

degrés de liberté

Asymptotiquement, cette statistique est équivalente a effectuer la régression
suivante

€n =y + 1ty 4 Qgthon + -+ A Y + Uy,
et a calculer la statistique

NR2 X V2 (K(K_'—D_1>

2

degrés de liberté
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Ceci est donc un test conjoint de I'hypothese nulle suivante:
ap =g ==y =0,

c.a.d. que
E(Z) = ay = o?

n

donc que les erreurs sont homoscédastiques.

Question: pourquoi NR? correspond au test conjoint suivant?
H: ag=a=---=0q,=0

On a vu dans le modele standard Y = X3 + € que le R? était égal &

R2 _ 65X5MLX262

Y'MY
ot M, = [I — o(/t)"*/] et ¢ est un vecteur colonne de dimension N. (5 est le
vecteur contenant les coefficients correspondants a X5 qui est la matrice des
variables explicatives autres que la constante.

Par le théoreme de Frisch-Waugh, on obtenait que
By = [X5M, X5 XEMY
On réecrit le R? comme étant
Y M, X, [ XM, Xo) " XM, X5 [X,M, X5 XMY
Y'MY

Y' M, X,y [ XM, Xo) " XOMY
Y'MY

Appliquons ceci a la régression suivante:

& = aot + o+ p
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ol ¥ = (Y19 - - - 1hy) est une matrice de dimension N X (M — 1) et a =
(a1, 9, +, ). On a alors que Y = €2 et Xy = 9. Le R? de cette régression

est donnée par

R €M M) M E

De plus, on a que:

puisque

et ¢ est un vecteur colonne de dimension N contenant la valeur 1 pour chaque
élément.

On réecrit le R?,

(€2 — 620y [ M) (€ — 6%)

2 _
k= (€2 — %) (&2 — 62)
N N N 17 h N
S ICER ST OERR SR IR ol S o CEv SN
n=1 n=1 n=1 n=1

Sous I’hypothese nulle, cette expression est égale a
(Dy (var(Dx)™") Dy) /N.

Ce qui nous donne,

NR?* = Dy(var(Dy)) DYy

C.Q.F.D.

1. Plus le R? est grand, plus il y a possibilité d’hétéroscédasticité.

2. Test général, donc peu puissant
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4.7.2 Test de Goldfeld - Quandt

L’hétéroscédasticité dépend d’une variable explicative X; et on sait laquelle.
On aura alors un test plus puissant si on choisit bien X.

Exemple

2

_ 2
0, =0 Tjn

Procédure du test:
1. On ordonne les observations selon la taille de X; — X
2. ¢ =Y — X*f3
3. On sépare I’échantillon en trois groupes
(a) X; élevées
(b) X; moyennes
(¢) X; faibles
4. On utilise seulement les groupes 1 et 3.
5. (a) €: vecteur des résidus du groupe (1)
(b) €;: vecteur des résidus du groupe (3)
La statistique du test est
€1

~ F(nl—k,ng—k)

€563
ou ny est le nombre d’observations dans le groupe (1) et ns est le nombre

d’observations dans le groupe (3)
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4.7.3 Test de Breusch-Pagan (1979)

1. Test plus général

2. Test du multiplicateur de Lagrange (ou du score)
On considere une forme générale d’hétéroscédasticité,
2 !
o, = f(d'z,)

ol z, est un vecteur dont le premier élément est 1 et les autres éléments peuvent
contenir les observations x, ou des transformations de ces observations. On

décompose le vecteur a de la facon suivante:
/
o = (Oéo,O{l,OZQ,"‘,O./p) .
. . ,
si o, g, -+, =0, alors o'z, = ap et
2 2
o= flag) =0

qui est une constante. Les résidus sont donc homoscédastiques.

L’hypothese nulle est donc:
Hy : ap, g, 0, =0

Dérivons maintenant le test du multiplicateur de Lagrange pour une telle

hypothese nulle. On a donc le modele suivant:

Yo = OB, +e,
ol

en ~ N(0,0%)
et

o = flaz)
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La log-vraissemblance est

N ; a ((yn —ﬁ’xn)Q)

InL(3, o x,) = —Eln 27 — — Z Ino? — 77@:1 =

Le test du multiplicateur de Lagrange consiste a évaluer sous Hj si les C.P.O.

sont significativement différentes de zéro. On définit 6 = (3, ’)’, alors le test

LM est _ R
~ (9InL(9) ~ 1 (0InL(0)
LM—(&;>1W><a9>

ou 6 est l'estimateur sous Hy. Puisque la matrice d’information est diagonale
par morceaux (c. a. d. Iz, = I,5 =0 ), la statistique du test est:

_(omL@)\ -, (0nL(0)
s - (PEOY | (2L

Evaluons maintenant les C.P.O. par rapport a a sous I’hypothese nulle

i) _ [, o00060] £ (o

dav 2 oh

OlnL(0) o1 _28f ao
g, = Tl =5 | Z%%
ou h, = o'z,.
Alors, la statistique du test est
1 /N "T'N 1N
LM = 3 <Z 2o (67262 — 1)) lz znz;] Z ( 222 1)
n=1 n=1 =

La statistique ne dépend pas de la forme de la fonction f(.). On peut

réécrire sous forme vectorielle
1 - R .
LMy = 5(072@? B AVAVA AL (T B S
ou ¢ est un vecteur de dimension N contenant des 1, et Z = (21, 22, -+, 2n)
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Cette statistique correspond a la moitié de la somme des carrées de la par-

tie expliquée de la régression de ;—22 sur Z.
On peut effectuer également un test de type LR
LR=-2(nL.—InL,) % \p)
et un test de type Wald (Glesjeris test)

Wald = &'var(&)a

/

ou o = (ag, a9, -, )

4.8 Estimation efficace des modeles avec erreurs hétéroscédastiques

1. Q a trop de parametres a estimer.

2. On choisit une forme paramétrique avec un nombre limité de parametres.

Exemples:

= oz,

= f(alajn)

I 3N

4.8.1 Procédure en 2 étapes par M.C.G.

1. On effectue un M.C.O. (estimateur sans biais)

¢ = Y - XBuco
= Y-X3-Xp3-§
——

P
—0

& =f(Za)+u

On estime & (par M.C.O. ou moindres carrées non linéaires) avec un

estimé de &, on obtient un estimé de €.
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By = (X'OTX)7IX
R )k <Y Xﬁ)

mcg N_K

On perd les propriétés a distance finie (petit échantillon).

4.8.2 Estimation par Maximum de vraisemblance

On écrit la vraisemblance avec 02 = f(a’z,)

N N 5/1,”)2
In L(G,a;x ——ln27r—f Inf(a'z,) — = —_—
e = P 2

5 Autocorrélation des erreurs
Notion de séries temporelles. On cherche a exprimer la dépendance temporelle

des résidus de facon paramétriques.

5.1 Concepts de séries temporelles

Definition 11 Un processus X; est stationnaire du second ordre si
1. EX; =m (indépendant de t), Vi et,
2. EX? < oo, Vi,

3. cov(Xy, Xy—p) = y(h) est indépendant de t, pour Vt et dépend seulement
de h.

On va examiner trois types de processus paramétriques.
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5.1.1 Processus autorégressifs (AR)

Definition 12 On appelle processus autorégressif d’ordre p, un processus sta-

tionnaire X, vérifiant une relation du type,
Xe=p+ 01 Xo g+ 02Xy o+ -+ 0 X, + &

ot € est un bruit blanc.

Qu’est-ce qu’un bruit blanc

Ele,ey) = o si k=0

= 0 autrement

Exemple: processus AR(1) sans constante

Xi =01 Xio1 + e

Question: est-ce que ce processus est stationnaire du second ordre?

On vérifie les conditions 2) et 3), on reviendra a la condition 1) plus tard.

Examinons la deuxieme condition:
var(X;) = E(X;)? — E(X;) E(X;) = 7(0).
Puisque la constante est égale a zéro, alors,

var(X;) = E(X; X)) = oE(X\ X, 1)+ E(Xi&)
70) = ¢v(1) + E(Xie)
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On cherche dans un premier temps la valeur de E(Xe)
E(Xtet) = ¢E(Xt—1€t) + E(Et6t>

E(Xtet) = 0'2

puisque F(X;_1¢;) = 0.

Ainsi,

E(XtXt_1> = ¢E(Xt_1Xt_1) + E(Xt_let)

v(1) = ¢7(0).

On a donc que

70) = ¢ (67(0) + o
v(0) = 7 o si o <1

(1-¢%)

0.2

(1) = ¢U—¢%

ne dépend pas de t

7(2) = BE(XiXi2) = 0E(Xi 1 X 9) + E(X; 26t

72) = ¢(1)
o O
7(2) = ¢ﬂ—¢%
De fagon générale, ,
b9
v(h) ¢(1—W)Vt

Donc, stationnaire du second ordre si |¢| < 1. Si |¢| = 1, on aura ce qu'on

appelle une racine unité. Dans ce cas la variable est non stationnaire.
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5.1.2 Processus moyennes mobiles (MA)

Definition 13 On appelle processus moyenne mobile d’ordre q, un processus

X; défini par
Xt = U + € + 91615_1 + 92615_2 + -+ qut_q

ot € est un bruit blanc.

Exemple: processus MA(1) avec une constante nulle

Xt =€+ 9615_1

Question: est-ce que ce processus est stationnaire du second ordre?

E(Xt> = E(Et) + GE(Etfl) =0
var(Xy) = El(e + Oe—1)(€ + Oer1)]
= 0+ 60%0° = (1+6%)0* < oo, V0

v(1) = cov(X; X 1) =FE (e, +0e1)(e1-1 + Oer_2)]

= fo?

v(2) = cov(XiX; 2) = FE (e +0e1)(€r_o+ Oe;_3)]
=0

13) = 0

v(k) = 0, pour k>1

Remarque:

Pas de condition sur le parametre 6 pour avoir un processus stationnaire.
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5.1.3 Processus ARMA

Definition 14 Un processus stationnaire X, admet une représenation ARMA (p,q)

minimale s’il satisfait
Xe =1 Xpm1 — 0o Xy o+ — 9 Xy = &g + ey +boego + - + 046

ot € est un bruit blanc.

Exemple: processus ARMA(1,1) avec une constante nulle

Xt = ¢Xt_1 + €t + 0€t_1

On définit un opérateur de retard "L” tel que
LXy=Xiq, L" X=Xy

Si on inverse un processus autorégressif, on obtient un processus MA (o00).

Exemple: processus AR(1)

Xy = oXi1+ g
(1_¢L)Xt = £

€ o~ i

donc,

X =€+ Q61 + ¢2€t—2 + o+ € oo

Si on inverse un processus MA(q), on obtient un processus AR(00).
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Exemple: MA(1)

Xt =€ + 961&—1 = (1 + HL)Et

X X

(14+6L)  (1—(=6L))

Ce qui donne

Z(—H)ZUXt = €
i=0
Prenons notre modele,

Y =Xp+e¢

et on suppose que les termes d’erreurs de la régression suivent un processus

AR(1), alors sa matrice de variance-covariance sera égale a

[ 1 ¢ ¢2 (bS . ¢T—1 1
¢ 1L ¢ ¢ :
o2 ¥ ¢ 1 ¢
o’ = 1— ¢2) ) )
¢T71 ¢T*2 R ng R 1

Cette matrice est seulement fonction des parametres o2 et ¢.

5.2 Conséquences pour l’estimateur des M.C.O.
Dans la cas général avec autocorrélation des erreurs, 'estimateur M.C.O. est

1. Sans biais,

. / . . . , .
2. Converge si % est finie, donc X; doit bien se comporter et la corrélation

entre les erreurs doit s’estomper dans le temps (exemple: ¢ < 1).
3. Normale de facon asymptotique, mais elle est tres difficile a établir.
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Donc, l'estimateur M.C.O. est sans biais, convergent et asymptotiquement

normal. Sa matrice de variance-covariance conditionnelle est:

var(BM90/X) = o*(X'X) T X'QX (X' X) !

5.2.1 Estimation de

Si la forme paramétrique est connue, (ex: AR, MA ou ARMA), on estime cette
représentation et on obtient 2 = Q(f) olt 0 sont les estimés de la représentation.

Il existe également un estimateur non paramétrique (comme celui de White
pour 'hétéroscédasticité). On cherche donc a estimer 02%. Cette matrice
est égale a

- X'QX
2
=0 T

=Sr= SO +—= Z Z W€ j(apx) T Ty
thte ] Li=j+1

\ _ AT 200 font C s .
ol Sg = 7 >.;—1 €1T:Ty, et w; est une de pondération qui dépend de j pour
assurer que la matrice S; soit positif définie.

exemple:

g
L+1
C’est la fenétre de Bartlett proposée par Newey et West (1987). Le probleme

'Lszl—

est le choix de "L”: Newey et West (1994) propose une méthode de sélection

automatique selon les données.

5.3 Tests de ’autocorrélation des erreurs
5.3.1 Test de Durbin-Watson

On a le modele

yr=P'xe+er et e = per1+
H() . p:O
Hl . p#O

87



Le test de Durbin-Watson est basé sur la statistique

T (2 & 2
d= thz(% 371) ~ 2(1—r)
PPy

N A~ T -~ ~ -1 T -~ A
our =p= (Zt:Q 6t—1€t—1) D i—o €116
Sir~1 = d=0 = autocorrélation fortement positive.

Sir~0 = d=2 = pas d’autocorrélation.

Sir~—-1 = d=4 = autocorrélation fortement négative.

Probleme: La loi du test de Durbin-Watson dépend des observations

Tty

En effet, si on écrit la statistique ”d” sous la forme vectorielle, on obtient

d:gj%
€'e
ou ) )
1 -1 0 0 O 0
-1 2 -1 0 O 0
0o -1 2 -1 0 0
A= 0 0 -1 2 -1 0
-1 2 -1
I o 0 0 0 -1 1
et
é=Me=[l - X(X'X)'X]
d:e’M’AMe‘
€Me

On voit bien que d dépend des observations. Durbin et Watson ont réussi a

borner la loi de la statistique d, mais il y a une zone d’indétermination qui
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dépend du nombre d’observations. En particulier, si T augmente, cette zone
diminue.

On aura deux valeurs critiques (d,, et d;) qui détermine les zones de rejet.
On ne rejette pas Hy si d > d, et on rejette Hy sid < d;. Sid; < d < d,, on
ne peut décider.

Dans le cas ou, la valeur de d excede 2, alors I’hypothese alternative est
une autocorrélation négative. On utilise 4 — d pour effectuer le test.

Il y a deux conditions importantes pour utiliser le test de Durbin-Watson,
1. On doit absolument inclure une constante.

2. X doit étre fixe. Par exemple, on ne peut inclure des variables retardés

comime régresseurs.

De plus, si les erreurs sont caractérisées par un processus AR(p), le parametre

AR(1), p, ne contient pas toute les informations sur la dépendance temporelle.

5.3.2 Test de Breusch (1978) et Godfrey (1978)

On est en présence d'un test de type LM. Les hypotheses nulles et alternatives

sont les suivantes:

Hy, : pas d’autocorrélation

Hy : ¢~ AR(p) ou ¢ ~ MA(p)

A

Le test consiste a effectuer une régression de € sur les @, et €1, €9, -, €&—p

et a calculer la statistique suivante:
TR* ~ x*(p)

Puisque X’e = 0 (par hypothese), le test est équivalent a regresser ¢ sur la par-
tie des é,_1,- - -, €—, qui n’est pas expliqué par les X; (application du théoreme
de F.W.).

Si R? est significativement différent de zéro, il y a autocorrélation. C’est un
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test conjoint de p coeficients. Bien str, le choix de p est important pour la
puissance du test. Ce test est valide avec variable retardés comme régresseurs

pour I’équation de Y

5.3.3 Test de Box et Pierce

Le test de Box et Pierce (appelé également test du ”portemanteau”) est basé

sur la statistique suivante:
L
Qr=TY 72 ~x*(L)
j=1

ou
T Lo
fp= D Ggbeg | Y Gyl
t=j+1 t=j+1
Lung et Box ont proposé un ajustement en petit échantillon de cette statis-

tique,
L

>
N

LB

T

J=1

1. La puissance du test dépend du choix de "L”.

2. Le test de Breusch et Godfrey semble plus puissant que les test de Box-
Pierce et Ljung-Box.

5.4 Estimation efficace des modeles avec erreurs auto-

correlées

Examinons le cas ou les erreurs suivent un processus AR(1). On a le modele
suivant:

Y=XB+¢€ ot e=¢_1p+pu
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Alors, )

Var(e) =02 | p*

i pT—l pT—l
1 p P
p 1
_ o )
- 7 P
_prl prl
:aiQ
ou )
1 P
1 P !
_ 2
Syl rr
i prl prl

La matrice inverse est donnée par:

1 —p 0
—p 14+p° —p
N e
0
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La matrice de transformation P est tel que Q7' = P'P et

-2 0 0 0 0 0
1 0 0 0
0 — 1 0
P= P
0 0 —p 1 0
0 —p 1

On fait donc des M.C.O. sur

PY = PXp@+ Pe
Y* — X*B"f_e*

V1—p*y V1= pir

Y2 — P To — Py

Y* = Ys — PY2 X" = T3 — PT2
| YT — pYT-1 | | LT — PTT-1 |

On remarque que la premiere observation de Y* et X* est différente. On

peut récrire pour t =2,---, T
Yy =Bz + &, ol & = pe_q + uy.
Ce qui implique donc,

Y — pyr—1 = Bae—pfag +uy
vy = pyi—1+ By — pBlag + w

et u; est homoscédastique.

Si p est inconnue, on doit obtenir un estimé. On peut utiliser I’estimateur

des M.C.O. pour obtenir p, alors
p=(qe) e e
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ou é_; est le vecteur retardé d’'une période.

On peut effectuer directement les M.C.O. sur

Ye = pyi—1 + Bae — pflae—1 +

pour t =2,---,T.

5.4.1 Maximum de vraisemblance

On sait que
f(z1,22) = f(21/22) f(22)

Dans le cas qui nous intéresse, la densité conjointe sera donnée par:

fr v, yr) = ) /o) f(ys/y2) - flyr/yr—1)

La premiere observation du modele transformé est
VI=py = 1= p?fr +w
et pour t =2,---,7T

Ui = pyr—1 + Bxy — pBla_1 +

On cherche f(y;), on a vu que

. 8@61
Flw) = f(w) |5
Jacobien
alors g—qﬁ = V1—p2 et f(u1) = f(ev/1—p?) puisque var(u;) = (1 —

p*)var(e;). Donc

Fln) =1 - p2f (\/(1 =) — 6’961)) :

On peut réécrire comme étant

o) =1 = o e (G U )

La log-vraisemblance est alors donnée par

T
InL = lnf(yl)‘l'zlnf(yt/yt—l)
=2

On maximise par rapport a 3,02, p pour obtenir les estimateurs.
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5.5 ARCH- Hétéroscédasticité conditionnelle de forme
autorégressive

On est en présence de persistance de la variance (finance, macroéconomie), ex:

inflation, Bon du trésor.

La variance du terme d’erreur au temps ¢t dépend de la variance des termes
d’erreurs retardés.

Une version simple du modele ARCH est
ye = B'v + &
ou
e = w(ap + ozle?_l)% et u ~ N(0,1).
Ceci est un preocessus ARCH(1). On a pour ce processus que
E(et/er1) = 0
var(er/e-1) = Elef/e )
= B(ui)(ao + onef_y)
= wp+ oqefﬁl

Donc, €; est hétéroscédastique conditionnellement a €;_1, ¢’est donc une forme

autorégressive.

La variance marginale est donnée par
var(e) = FE (u?(ao + ale?_l))
= + OélE(Ezfl)
= o+ aqvar(e_q)
Si le processus est stationnaire du second ordre, alors

var(e) = wvar(e_1)
Qo

= Ua?”(fft):l ”
— 0
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Les hypotheses du modele linéaire sont respectées, donc 'estimateur des M.C.O.
est 'estimateur linéaire optimal de 3. Cependant, il existe un estimateur plus
efficace non linéaire.

La fonction de vraissemblance pour ce modele est conditionnelle aux valeurs
de départ yg et Xj.

T T 2

1 1 €
In I. = constante — — In(ag + g€ ;) — = —t
2 ; (ag 1€i-1) 2 ; g+ a2

\ /
ou ¢ =1y — B'xy.
On maximise par rapport a (3, ag, s, Il existe également une méthode en 4

étapes des M.C.G. (pp. 798, Greene).

5.5.1 Test pour les ARCH

Test de type LM, Engle 1982:

On estime par les M.C.O., on obtient €, on effectue la régression suivante

-2 2 -2 2
€ = ot o€ T a6 o+ +ape_, + U

Le test consiste a calculer la statistique
TR* ~ X*(p)
pour cette régression.
5.5.2 GARCH-Generalized Autoregressive Conditional Heteroscedas-
ticity
On a encore le modele suivant
yr = B'wy + €

et
e, = /e
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On avait pour le modele ARCH (p)

2 2 2
hi =ap+ a6, +oe; o+ -+ Qp€;_y

Le GARCH est une généralisation avec une composante moyenne mobile. On

aura

he = ag + S1hy—y + Gohy—o + - 4 Ochiy + 16 + 6; 5+ -+ aep,

6 Systeme d’équations

6.1 Systemes d’équations non simultanées
On s’intéresse a un groupe d’équations:

y1 = Xif+u

yo = Xofo+ug

yv = XuBum +um

On aura donc M équations de T observations

6.1.1 Modeles de régressions apparamment non reliées

En anglais: seemingly unrelated regression model (SURE))

On réécrit les équations plus haut:

ym:Xmﬂm“'um pour m21a"'7M
et

u:(ullvu/%"' u, )/

' m

est un vecteur de dimension (7'M x 1) avec E(u) =0 et E(uu’) = V.
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On suppose qu’il n’y a pas de corrélation entre les erreurs a des périodes

différentes. Ainsi,

E(tupmtins) = Opmn st t=s

= 0 autrement,

E(unul) = opmnlr

i onl owl - ol ]
E(ud) =V = onl o9l -+ ooyl
L ovid onol -+ oyl |

Chaque équation du systeme est un modele linéaire classique. Cependant, les
termes d’erreurs entre les équations sont reliées entre eux de fagon contempo-
raine. L’estimateur des MCO est encore sans biais mais il n’est pas optimal.
La méthode optimale est les moindres carrés généralisés. Quel est I'estimateur
MCG?

On réécrit le systeme:

D 0 | - o
hn B Uy
0 X9 0 0
Y2 B2 Us
" B
U,
Sk 0 0 0 - Xy | F7YA -

Ce qui donne sous forme matricielle:

Y =X0G+4+u
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Pour une observation ¢, la matrice de variance-covariance (M x M) est:

011 012
021 022

Y=
| OM1 OM2

O1M

Oa2M

OMM

Alors E(uv') =V =X ® I o ® représente le produit kronecker et V! =

Y~ ! ® I. L’estimateur des moindres carrés généralisés est:

A

= (XVIX)'X'vly

= Xt eDX)'X'Etel)Y

o' XX, o2X(X, oM X1 X
o XX, o2X1X, oM X Xy,
L O'MlX]IV[XQ UM2XJ/MX2 O'MMX]IV[XM ]

ol le ij élément de X1 est 0.

Comparaison entre ’estimateur des MCO et des MCG.

1- Si 0,,, = 0, aucun gain a utiliser 'estimateur MCG.

M 1
Zm:l g "

M 2
Zm:]_ g m

M Mm
m=1 g

XY,
XY

XyYm |

2- Si les variables explicatives sont les mémes dans chaque équation, c¢’est-

a-dire X,, = X,,, l'estimateur MCO est le mme que I'estimateur MCG

(a faire en exercice).

On peut dire de facon générale:

1- Plus la corrélation est grande entre les erreurs des différentes équations,

plus le gain a utiliser I'estimateur des MCG est grand.

2- Moins il y a de corrélation entre les X,,, des différentes équations, plus le

gain a utiliser I'estimateur des MCG est grand.
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Jusqu’ici, on a supposé que Y est connu, ce qui est rarement le cas. Quoi
faire si ¥ est inconnu?
On utilise les résidus de l'estimateur des MCO sur chaque équation (esti-

mateur sans biais) et on estime de la fagon suivante:

Omn = T

Ceci est un estimateur convergent de o0,,,. On peut aussi construire un esti-

mateur de la matrice X et effectuer les moindres carrés généralisés.

L’inférence s’effectue de fagon habituelle (pas de propriété de petit échantillon).

Pourquoi?

Estimateur du maximum de vraisemblance

On suppose ici la normalité des erreurs. On maximise la log-vraisemblance

suivante par rapport a § et 2. Le log de la vraisemblance s’écrit alors

MT 1 1
InL = —Tln27r - §Zn|V| - §u’V_1u
MT 1 1
= ——In2n— )Y@ I| - v ('@ Nu
2 2 2
MT T

1
= —TZTLZW - §ln|Z| — §u'(2_1 ® INu

6.2 Systeme d’équations simultanées
6.2.1 Présentation et notation

Il existe ici une relation entre les différentes équations qui peut étre donnée par

la théorie économique. Les variables se déterminent donc de facon conjointe.

Exemple: On a le modele structurel suivant:
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équation de demande: qg = a1p + gy + €4
équation d’offre: qs = (1p + €
condition d’équilibre: ¢4 = ¢ = ¢q
Ces trois équations déterminent conjointement ¢ et p. Ici, y est une variable
exogene. On suppose que: E(eg) = 0, E(ey) = 0, E(e%,) = 03, E(¢%,) = o2,
E(edies) = 0 et
Eleay] = Elesiy] = 0

et les variables sont mesurées en déviations par rapport a la moyenne.

On résout en fonction de p et ¢ pour obtenir la forme réduite:

(6%} + €q — €5 +
Yy =my T+
ﬁl — B — oy
Brov Bieq — u€s

q = Y+ = oy +
51—011 51—061 2 ?

et on suppose que [; # ;. Cette hypothese veut tout simplement dire que la

p:

pente de la demande n’est pas la méme que la pente de I'offre.
Qu’est-ce qui arrive si on effectue des MCO sur I’équation de demande et

d’offre? Prenons I’'équation de l'offre. L’estimateur des MCO est donné par:

/

Bivco. = ('p)"'P'q.
Prenons I'espérance de cet estimateur:
Ebrarco. = El(p'p) ' (081 + &) = EWp) 'w'pB + EWp) P

=0+ E@'p) e,

Mais, E(p'es) # 0 car

/ _ a2 / 1 oy
E(p'es) —E<52_a1y65> +E<51—0é1(6d €s) es> #£0.

L’estimateur des MCO est biaisé parce que p est une variable endogene.
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Solution: estimateur avec des variables instrumentales.

Estimateur a variables instrumentales
On suppose le modele suivant:
Y=X3+U
mais F(X'U) # 0. Pour l'estimateur des MCO:
Efme = E(X'X)"'X'Y = B[X'X)"'X'X3 + E(X'X)"'X'U]
=03+ E[(X'X)'X'U] #0.

On utilise des variables instrumentales Z qui sont corrélées avec X mais non
corrélées avec U. Dans le cas ot Z a la méme dimension que X, on prémultiplie
le modele par Z’. Ainsi

7Y =7'Xp+ Z'U
et en prenant l'espérance
E(Z'Y)=FE(Z'X)3+ E(Z'U).

Sous I’hypothese que E(Z'U) = 0, l'estimateur a variables instrumentales est

donné par:

Bvr = (BE(Z' X)) 'E(Z'Y).

L’inverse de E(Z'X) doit donc exister, ce qui implique que le rang de cette
matrice doit étre égal a K, le rang de la matrice X, ce qui correspond au
nombre de variables explicatives. Cette condition de rang correspond a la
condition suffisante pour identifier et donc estimer (.

Pour obtenir I'estimateur sur données, on remplace alors les espérances par

les valeurs observées, on obtient donc:
Byr = (Z2'X)1(2'Y).
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Par la loi des grands nombres, cet estimateur converge en probabilité sous

les hypotheses suivantes:

7'X

plimT £ Qzx <
/

plz’mZTU 2 0.

La matrice de variance-covariance asymptotique est donnée par:

Jim varfBy; = [BE(Z'X))'E[Z'U U'Z)[E(X'Z)]}
= FE(Z' X)) 'EZ'ZI[E(X'Z) .

Avec les hypotheses suivantes: plim% = Qzz et plimXT/Z = Qxz et en

appliquant le théoreme central limite sur ﬁZ 'U, on peut alors montrer que:
A Loi — _
\/T(ﬁw - 8) =N (07 Uz@zé(QZZQxlz) .

Plus grande est la corrélation entre Z et X qui est fonction de E(Z'X),
meilleur sera ’estimateur en petit échantillon et de facon asymptotique.

Revenons a notre exemple. Puisque y est exogene, (non corrélée avec les
termes d’erreurs) et que p est corrélée avec €z (voir la forme réduite), on utilise

alors y comme variable instrumentale. On a alors I'estimateur suivant:

Bvr=(y'p) ¢
On peut aussi utiliser la forme réduite pour obtenir un estimateur des moin-

dres carrés indirects. On effectue un MCO sur les deux équations de la forme
réduite, on obtient 7; et 79, alors

5 Wy e

Bucr = — =", =Wp) Va

T (YY) yp

qui est donc égal a 'estimateur a variables instrumentales. On pourrait vouloir

effectuer le méme chose avec I’équation de demande. Cette équation n’est

cependant pas identifiée. On a donc un probleme d’identification.
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Le probleme provient du fait que l'on cherche a estimer aq,as, 3; et on
a seulement a partir de la forme réduite: 7, 7m5. On ne peut identifier 3

parametres a l'aide de 2 parametres de la forme réduite.
Démonstration graphique du probleme d’identification.

Examinons a nouveau a l'aide de l'estimateur a variables intrumentales
I’estimation des équations de demande et d’offre présentées plus haut. Prenons,
dans un premier temps, l’estimation du parametre 3; de I'équation d’offre.
Nous avons vu que ce parametre pouvait étre identifié. Pour ce cas, I'estimateur

a variables instrumentales est donnée par:
By =(2'X)7'2,

et la variable instrumentale est y. On a donc que ¥ = ¢, X =p, Z2 =y
et 0 = (1. La matrice Z'X est de plein rang égal ici a 1, I'identification du
parametre (3; est donc possible puisque la condition suffisante est satisfaite.
Examinons maintenant 1’équation de demande a la lumiere de I'estimateur a
variables instrumentales. Peux-t-on identifier les parametres a; et as? Nous
avons vu précédemment que nous ne pouvions identifier ces deux parametres.
Pour cette équation de la demande, § = (ay,a0), X = (p,y) et Z = y. La
matrice Z’X n’est pas de plein rang, la condition suffisante d’identification
n’est donc pas respectée.

Prenons maintenant le systeme d’équations suivant:

y1 = Piya +onxn +ea
Yo = [ay1 + 02222 + €.

ol z; et zo sont des variables exogenes. Est-ce que 'on peut estimer 3, (s,
011 et 011 par variables instrumentales?

On peut réécrire ce systeme sous une forme réduite. On obtiendra alors:
Y1 = Tz + T2z +
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Yo = 2121 + TagZa + a.

On peut estimer ces équations de forme réduite par les moindres carrés ordi-
naires et ainsi obtenir: 71, T2, T et Tao. On aura alors 4 parametres estimés
pour identifier 4 parametres structurels. On a donc a résoudre un systeme
d’équations avec autant d’équations que d’inconnues. La solution est alors
unique. On peut donc identifier les parametres structurels.

Pour l'estimateur a variables instrumentales dans le cas de la premiere
équation structurelle, 8 = (01, 611), X = (y2,21) et Z = (21, 22). La matrice
Z'X est de rang plein si et seulement si mao # 0. Si c’est le cas, la condition
suffisante d’identification est satisfaite. Pour la deuxieme équation structurelle,
on a alors: 0 = (fa,02), X = (y1,21) et Z = (z1,22). La matrice Z'X est
de rang plein si et seulement si 711 # 0. Si c’est le cas, la condition suffisante
d’identification est satisfaite. On remarque que la condition suffisante de rang
implique donc que la variable endogene de 1’équation doit dépendre d’une
variable exogene autre que celle déja comprise dans ’équation structurelle a
estimer.

On va maintenant examiner le cas ou on a plus d’instruments que de vari-

ables endogenes. Prenons le systeme d’équations suivant:

y1 = Piye + 0z +e
Yo = 02121 + 02229 + 02323 + €2.

avec F(e1eh) = 0 et z1, 23 et z3 sont des variables exogenes. Puisque yo
dépend de zq, 2z et z3, on peut utiliser ces variables comme instruments pour
estimer les parametres structurels de la premiere équation. On aura alors pour
notre estimateur a variables instrumentales que 5 = (f1,011)", X = (y2, 21)
et Z = (z1,29,23). On remarque que toutes les combinaisons linéaires des
instruments Z, c.a.d. ZA pour une matrice A compatible, ne sont pas corrélées
avec le terme d’erreur €;. En effet E(A'Z'e;) = 0, puisque 21, 29 et z3 sont des

variables exogenes. L’objectif serait donc de choisir une combinaison linéaire
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Z A de dimension T' x 2 telle que A’Z' X est inversible. L’estimateur a variables

instrumentales sera alors donné par:
By = (A'Z'X)TA' Z'y,.

La question est donc de savoir s’il existe une combinaison linéaire optimale
dans le sens ou cette combinaison linéaire nous donne 'estimateur a variables
instrumentales avec une variance minimale. Il en existe une et cette combinai-
son linéaire optimale nous est donnée par la projection de la ou des variables
endogenes (y, dans ce cas-ci) sur les variables exogenes.

Réécrivons la deuxieme équation structurelle de la fagon suivante:
Yo = ZII+ €9.

On peut obtenir la projection de y, sur les variables exogenes Z par I’estimateur
des moindres carrés sur cette équation. On aura alors §, = ZII = Z (Z'Z) 1 Z"ys,.
Utilisons maintenant cette projection comme instruments. On définit X =

(92, 21) et X = (ya, 21), U'estimateur VI sera alors:
Byr = (X' X)X "y,

et X = Z(Z'Z)"'Z'X. La combinaison linéaire est donc donnée ici par la
matrice de projection des X sur 7, c.a.d. ZA = Z(Z'Z)"'Z'X. L’estimateur

s’écrit donc:
Bor = (X'Z(Z'2) 2/ X)X 2(Z' Z) 1 2'Y.

Probleme a faire: démontrez que cet estimateur est convergent et asympto-
tiquement normal.

On appelle cet estimateur, 'estimateur des doubles moindes carrés (Two-
Stage Least Squares, TSLS). Ce nom provient du fait que la projection en
premiere étape consiste a effectuer des moindres carrés de la ou des variables

endogenes (ys pour notre exemple) sur les variables exogénes Z pour obtenir

105



X et a effectuer un autre moindres carrés de la variable a expliquer (y; dans

notre exemple) sur X , en deuxieme etape, en notant que
Byr = (X'X) X"y, = (X'X) " X"y,

Lorsque nous avons plus d’instruments que de variables endogenes, on dira
alors que 'on a sur-identification. Comme nous ’avons mentionné plus haut,
on va alors choisir une combinaison linéaire ZA telle que A’Z’X est de rand
égal & K, le nombre de variables explicatives, ainsi A’Z’X est inversible. La
combinaison linéaire A = (Z'Z)~'Z'X correspond a l'estimateur des doubles
moindes carrés qui a la propriété d’etre a variance minimum parmi toutes les
combinaisons linéaires possibles de Z.

Preuve:

La variance de 'estimateur des doubles moindres carrés est:
R 1
var(Bpuc) = o* (X'2(2'2)72'X) .

La variance de l'estimateur a variables instrumentales pour toutes combi-

naisons linéaires Z A est:
var(Byvr) = 0> (X' ZA) A Z'ZA(AZ'X) 7.

On doit montrer que var(Bpac) < var(By;) pour toutes matrices A. Ceci

consiste donc a montrer que
X'Z(Z2)'Z'X > X' ZA(A'Z'ZA) A Z'X.

au sens matriciel.

Puisque la matrice Z'Z est symétrique definie positive, on peut la réécrire
comme étant: Z'Z = CAC' ot C'C = I et C' = C~1. Ceci implique que
(Z'Z)~' = CA~1C’. On doit montrer que

X'Z(Z'2)'Z'X = X'ZA(AZ'ZA) T AZ'X > 0.
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On peut réécrire 'expression plus haut conmme étant:
X'ZCAN'C'Z'X — X' ZA(A'Z'ZA) " AZ'X >0,
ce qui est égale a
X'ZCATV2 1= N'PC'X'ZA(A'Z' ZA) T ACN P A2C X > 0,
Onaque AZ'ZA = ACAC'A, on peut alors définir D = A/2C"A. L’expression
plus haut nous donne:
X'ZCATV? I - D(D'D)" D'|AT2C'Z’X > 0.

La matrice [I — D (D D)_1 D’} est une matrice idempotente, elle est donc

positive semi-définie, ce qui complete la preuve.

De fagon générale, la matrice des instruments Z est de dimension 7" x L.
Lorsque L < K, on a alors sous- identification, lorsque L = K, le systeme est
juste-identifié et lorsque L > K, on a sur-identification.

La condition nécessaire pour l'identification est donc que L > K. On a
alors au moins autant d’instruments que de variables explicatives. La condition
suffisante pour I'identification est que FZ’X soit de rang K. Malheureusement
la condition de rang n’est pas toujours vérifiée. On a souvent ce que ’on appelle

des instruments faibles (weak instruments).
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7 La méthode des moments généralisés

La méthode des moments généralisés (GMM) consiste a estimer des parametres
d’intérét a l'aide de conditions de moments appelées également conditions
d’orthogonalité. L’estimateur est obtenu a l’aide des conditions de moments

empiriques correspondantes aux conditions de moments théoriques.

Prenons, par exemple, une variable 3y, ou ¢t = 1,---,7T. Le premier moment

est donnée par:

E(y:) = p.

Le scalaire p est donc la moyenne non conditionnelle de la loi des 7;. On ob-
tient un estimateur de p par 1’ equivalent empirique de la condition de moment

théorique. Ainsi, on peut réécrire le moment théorique sous la forme:
E(ys—p) =0
et 'estimateur de la méthode des moments est:
1 & 1 &
*Z(yt—ﬂ):0:>ﬂ:*2yt-
Ti= T
L’estimateur i satisfait la condition de moment empirique.

De la méme fagon, la variance théorique de ¥, est donnée par

E(y, — p)* = o”.

Cette condition de moment peut naturellement étre réécrite comme étant:
E((ys — p)* —o%) = 0.

L’estimateur de la méthode des moments est obtenu en égalisant a zéro la

condition de moment empirique correspondante,
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o 1 & N2
=0 —*Z(yt—/l)
T =

Examinons maintenant le modele linéaire suivant:

Y = By + &

ou 3 est un vecteur de parametres de dimension K x 1, x; est un vecteur de
variables explicatives aléatoires de dimension K x 1, E(g;) = 0, E(g464_;) = 0?

pour j = 0 et 0 autrement (bruit blanc faible).

Pour que I'estimateur des moindres carrés ordinaires soit sans biais, il doit

respecter la condition suivante:
E(€t/.fl7t) = 0.

n peut obtenir des conditions de moments non conditionnelles en prémultiplian
O t obt d dit d t dit 11 Itipliant
par le vecteur x; et en prenant l’espérance. Ainsi, qui correspond aux condi-

tions de moments suivantes:
E.TtE(Et/SCt) = E(xt€t> =0.

On a donc ici K conditions de moments.
L’estimateur de la méthode des moments généralisés est celui qui égalise

les conditions de moments empiriques a zéro,
1 & 1 & A
= Zl’tét =5 Z:ct(yt - 5/%&) =0.
Ti= Ti=
On obtient ainsi 'estimateur de la méthodes des moments généralisés
A= (X'X)"' XY
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écrit de facon matricielle ot X est une matrice T' x K contenant les vari-
ables explicatives et Y est le vecteur contenant les observations de la variables
dépendantes. Cet estimateur correspond a l’estimateur des moindres carrés

ordinaires.

Si E(xe;) # 0, on peut utiliser un vecteur de variables instrumentales z;

de dimension égal ou plus grande que K, tel que E(x:2;) # 0 et E(ze:) = 0.

L’estimateur a variables instrumentales sera sans biais s’il respecte les con-

ditions d’orthogonalité suivantes:
E(Ztgt) =0.

Un vecteur de variables instrumentales doit donc étre orthogonale au terme
d’erreur ;. De plus, ce vecteur doit contenir le plus possible la méme infor-
mation que le vecteur de variables explicatives x;. Le vecteur de variables
instruments doit donc étre le plus fortement corrélé possible avec le vecteur de

variables explicatives.

L’estimateur est donné par le vecteur de parametres qui égalise les condi-

tions de moments empiriques a zéro. Ainsi,

1L . 1 & .,
*Zzt(‘:t = szt(yt — ﬁl’t) = O
T Ti=
On peut réécrire les conditions de moments de facon matricielle:

1 1 .
_Ze=—7'(Y - XB) =

ou Z est la matrice contenant les variables instrumentales de dimension 7" x Q).

Si le vecteur de variables instrumentales z; a la méme dimension que le
vecteur x;, alors 'estimateur de la méthode des moments généralisés (estima-

teur a variables instrumentales) est donné par
By =(2'X)71Z'Y.
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Cet estimateur est également connu comme étant l'estimateur des moindres

carrés indirects.

Lorsque le nombre d’instruments est plus grand que le nombre de parametres

d’intéret, on peut utiliser une combinaison des instruments telle que
E(AZ'e) =0
ou
E(Z"¢)
et Z* = ZA', Aest de dimension K x ) et de rang égal a K.

L’estimateur est alors donnée par

1

1 A
ZAZ'e = ZAZ'(Y — X[) =

alors
By =(AZ'X) P AZ'Y.

On a autant d’estimateur qu’il existe de matrice A. Il y a donc une infinité

d’estimateur. On peut montrer que l'estimateur optimal est obtenu avec
A=X'72(7'7)"1,
alors l'estimateur de la méthode des moments généralisés est:
bvi=[X'2(22)' 2X] " X'2(2'2)7 2,

qui correspond & l'estimateur des doubles moindes carrés (Two stage least

squares).
Soit un modele général non linéaire:
Y = h(X,8) +e
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ol € = (€1,€9,....,5) et E(e) = 0,E(ee!) = Q ou Q est une matrice definie

positive.

On peut donc avoir de I"autocorrélation et/ou de 'hétéroscédasticité. Il est
de plus possible que F(X’e) # 0. Cependant, il existe un vecteur de variables

instrumentales z; de dimension q tel que E(Z'e) = 0.

On peut donc utiliser les conditions de moments empiriques pour obtenir
un estimateur de (3, ainsi

T A~

1 L1 d h =0
TZztat - T;Zt(yt — h{z:5)) = 0.

Si @ = K, cad., sila dimension du vecteur de variables instrumentales
est égale a la dimension de 3, alors on aura 1’égalité a zéro et 1'estimateur est
unique. Si () > K, on aura besoin d’une mesure de distance par rapport a
zéro. On prendra une mesure quadratique. L’estimateur de la méthode des

moments généralisés sera donné comme la solution du probleme suivant:

. 1 T / 1 T
[ = arg min ( Z zt5t> Wr ( Z ztst>
Ti= Ti=
ou Wr est une matrice définie positive qui peut dépendre des observations.

Il existe autant d’estimateur qu’il existe de matrice de pondération W.
Hansen (1982) a montré que l'estimateur optimal est obtenu pour W = S—!

ou
1 T
S = lim Var —Zztgt )
Pour le cas avec hétéroscédasticité seulement, on a que
T—00

1 T
S = lim *ZO'MZZ'Z;-.
T i=1
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White (1982) a proposé 'estimateur convergent suivant:
1 &,
ST = T Z él ZiZl{,
i=1

et il a montré que St 5 5.
Lorsqu’il y a autocorrélation des erreurs, Newey-West (1987) ont démontré

que l'estimateur suivant était convergent

1 .- T
ST = — Z w(l) Z EAiéi_l(ZiZ;_l + Zi_lZ;)
T3 i=l
ouw(l)=1- ﬁ (fenétre de Bartlett). On peut choisir r de fagon endogene

(Newy-West (1994)).

On peut maintenant examiner la méthode des moments généralisés dans un
contexte général. De fagon générale, on a les conditions de moments théoriques

suivantes:

E[f(x1,00)] =0

ou #, est un vecteur de parametres d’intérét de dimension p. x; est un vecteur
de séries observées stationnaires et f est une fonction continue de dimension ¢

ouq > p.

f7 sera choisi tel que les conditions de moments empiriques sont le plus

proche de zéro, c.a.d.

Si g = p, alors on aura 1’égalité a zéro, ’estimateur sera unique. Si ¢ > p,

on minimise une certaine mesure de distance par rapport a zéro.

113



Definition 15 Etant donné une matrice symétrique définie positive Wr de di-
mension qxq dépendant éventuellement des observations, on appelle l’estimateur
de la méthode des moments généralisés associé a Wy, une solution éT (Wr) du

probleme
‘ 1 T / 1 T
min (T ;f(xt,9)> W <T tzzlf(xt,e)> .

La matrice W mesure I'importance relative donnée aux conditions de mo-

ments.

On peut montrer que:
VT (b7 — 60) “ N (0, (D'WD) ™' D'WSWD(D'WD)™)

ou

l of (x4, éT) P _ Of (x4, 00)
T; 06" D=E1""5

et Wy 2 W, et
1 T
S=limV — ,0) .
Jim C”"(ﬁ;f(“ )>

Il existe autant d’estimateur qu’il existe de matrice Wp. Un estimateur

optimal est obtenu avec la matrice Wy = Sz'. On a alors
. ; -1
VT (6 —6y) % N <o, (D's~'D) ) .

Pour ce choix de Wr, la matrice de variance-covariance est la plus petite pos-

sible.

Lorsque ¢ > p, on obtient un test de spécification basé sur les conditions

de suridentification. Ce test est donné par la statistique suivante:
1 Z Y 1z .
Jp=T (T > f(a, 9T)> Wr (T > [, 9))
t=1 t=1
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et suit une loi du x?*(q — p).

La méthode des moments généralisés est une méthode en deux étapes.

1. Ala premiere étape, on estime # pour une matrice W quelconque. Habituelle-
ment, on utilise la matrice identité. Puisque I’estimateur obtenu est con-

vergent, on peut l'utiliser pour construire un estimateur convergent de

S.

2. Ayant obtenu un estimateur convergent de S, on réestime 6 avec Wy =

S7t. Ainsi, on obtient un estimateur optimal.

Exemple:

Supposons une économie composée d'un agent représentatif qui maximise
une fonction d’utilité intertemporelle sous une contrainte budgétaire.

Le probleme de maximisation de ’agent est le suivant:

S FU(CL,)

J=0

max F,
CitjrAttj+1

ou 3 est le taux d’escompte, Cyy; la consommation au temps t + j et U(Cy ;)
est la fonction d’utilité dépendant de la consommation en t + j. La contrainte

budgétaire est donnée par ’expression suivante:
Crrj+ Arpjrr = (L4 Reqjoaiag) Avyg + Yigg

ou Ay est la quantité détenue d'un actif financier sans risque venant a
échéance en t + j, Riyj_1,44; est le rendement de l'actif financier sans risque
détenu de la période t + j — 1 a la période ¢ + j et Yiy; représente le revenu
exogene a la période t + j.

On consideére la forme fonctionnelle suivante pour la fonction d’utilité:

cl7—1

UG = 1—0
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ou o est le parametre d’aversion au risque.
Par les conditions du premier ordre, on peut obtenir 1’équation d’Euler

suivante:
Ey [B(14 Ripn) Cr3] = €7

On peut réécriire cette équation sous la forme suivante:

Ey [5 (1+ Ryyq1) (&) — 1] = 0.

On a donc une espérance conditionnelle par rapport a I’ensemble d’information
en t. On cherche a estimer les parametres structurelles § = (5, 0)". On peut
obtenir une espérance non conditionnelle en projetant 1’équation d’Euler sur
des éléments de I’ensemble d’information en ¢. Prenons par exemble les in-
struments suivants z; = (C;/Ci—1,Ci—1/Ct—2, Ri_14, Rt_gﬂf_l)/. On aura donc

comme moments théoriques:
ExEy (eip1/z) = E(26041) =0

ou

C g
erp1 = B (1+ Ryyy1) <C’ ! ) - L
1

On peut donc estimer les parametres structurelles par GMM avec I’équivalent
empirique des moments théoriques. On pourra également effectuer un test de

spécification puisque nous avons quatre moments et deux parametres a estimer.

Probléemes:

e Instruments faibles: le choix des instruments est tres important pour les
propriétés de 'estimateur GMM en petit et en grand échantillons. Les
variables instrumentales doivent étre corrélées avec les variables dépendantes
sinon le conportement en petit et grand échantillons est tres mauvais

(voir Staiger et Stock (1997)). Ces deux auteurs proposent d’effectuer
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une régression des variables dépendantes sur les instruments et de cal-
culer une statistique F' pour la significativité des instruments dans cette

régression.

e Biais: le biais de I'estimateur GMM augmente avec le nombre de mo-
ments. Newey et Smith (2004) donnent une justification asymptotique a

ce comportement.

e [’estimateur n’est pas invariant a la normalisation choisie.

Hansen, Heaton et Ogaki (1996) ont proposé un estimateur GMM invariant
a la normalisation choisie. Cet estimateur est appelé ”Continuous Updated
Estimator” (CUE). Il prend la forme suivante:

/

b = iy (30 00)) Wa(0) (132 1(00)).

La matrice de poids est donc estimée conjointement. La procédure d’estimation
s’effectue en une étape. Newey et Smith (2004) montrent également que le biais
de cet estimateur n’augmente pas avec le nombre de conditions de moments.

Cet estimateur est cependant plus fragile numériquement.
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